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Abstract
The thesis at hand is concerned with the question if numerical homogenization schemes can
be of use in deriving effective material properties of composite materials after the onset
of strain localization due to strain softening. In this case, the usefulness of computational
homogenization methods has been questioned in the literature. Hence, all the subtasks to
be solved in order to provide a successful homogenization scheme are investigated herein.
The first of those tasks is the characterization of the constituents, which form the com-
posite. To allow for an experimentally based characterization an exemplary composite has
to be chosen, which herein is a glass fiber reinforced epoxy. Hence the constituents to be
characterized are the epoxy and the glass fibers. Furthermore, special attention is paid to
the characterization of the interface between both materials.
In case of the glass fibers, the measured strength values do not comply with the weakest
link hypothesis. Numerous generalizations of the Weibull distribution are investigated,
to account for interfering effects. Finally, distributions are derived, that incorporate the
possibility of failure inside the clamped fiber length. Application of such a distribution may
represent the measured data quite well. Additionally, it renders the cumbersome process of
sorting out and repeating those tests unnecessary, where the fiber fails inside the clamps.
Identifying the interface parameters of the proposed cohesive zone model relies on data
from pullout and single fiber fragmentation tests. The agreement of both experiments in
terms of interface strength and energy release rate is very good, where the parameters are
identified by means of an evaluation based on finite element models. Also, the agreement
achieved is much better than the one typically reached by an evaluation based on simplified
analytical models.
Beside the derivation of parameterized material models as an input, the homogenization
scheme itself needs to be generalized after the onset of strain localization. In an assessment of
the current state of the literature, prior to the generation of representative volume elements
and the averaging operator, the boundary conditions (BC) are identified as a significant
issue of such a homogenization scheme. Hence, periodic BC, linear displacement BC and
minimal kinematic BC as well as two adaptive BC, namely percolation path aligned BC and
generalized periodic BC are investigated. Furthermore, a third type of adaptive BC is pro-
posed, which is called tesselation BC. Firstly, the three adaptive BC are proven to fulfill the
Hill-Mandel condition. Secondly, by modifying the Hough transformation an unbiased
criterion to determine the direction of the localization zone is given, which is necessary for
adaptive BC. Thirdly, the properties of all the BC are demonstrated in several examples.
These show that tesselation BC are the only type, that allows for arbitrary directions of
localization zones, yet is totally unsusceptible to spurious localization zones in corners of
iii
Abstract
representative volume elements.
Altogether, fundamental objections, that have been raised in the literature against the
application of homogenization in situations with strain localization, are rebutted in this
thesis. Hence, the basic feasibility of homogenization schemes even in case of strain softening
material behavior is shown.
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Kurzfassung
In der vorliegenden Arbeit wird die Frage untersucht, ob effektive Eigenschaften von Ver-
bunden auch nach dem Auftreten einer Dehnungslokalisierung aufgrund von entfestigen-
dem Materialverhalten noch durch numerische Homogenisierungsmethoden berechnet wer-
den können. Ihr Nutzen für diesen Anwendungsfall wird in der Literatur kritisch beurteilt.
Aus diesem Grund werden hier systematisch alle Teilaufgaben betrachtet, die zu diesem
Zweck gelöst werden müssen.
Die erste dieser Aufgaben ist die Charakterisierung der einzelnen Verbundbestandteile.
Zur Demonstration einer experimentell gestützten Charakterisierung wird ein glasfaserver-
stärktes Epoxidharz als Beispielmaterial gewählt. Neben der Beschreibung von Faser- und
Matrixmaterial wird besonderes Augenmerk auf die Charakterisierung der Grenzschicht zwi-
schen beiden gelegt.
Die für die Glasfasern vorliegenden Festigkeitsmessungen entsprechen nicht der Ketten-
hypothese. Daher werden zahlreiche Verallgemeinerungen der Weibull-Verteilung unter-
sucht, um störende Effekte zu erfassen. Schließlich werden Wahrscheinlichkeitsverteilungen
hergeleitet, die Faserbrüche im Bereich der Einspannung einbeziehen. Die Messwerte kön-
nen von diesen Verteilungen gut wiedergegeben werden. Zusätzlich macht ihre Anwendung
das aufwändige Aussortieren und Wiederholen jener Experimente unnötig, bei denen der
Faserbruch im Klemmbereich auftritt.
Zur Modellierung der Grenzfläche wird ein Kohäsivzonengesetz entwickelt. Die Bestim-
mung seiner Parameter erfolgt anhand von Daten aus Pullout- und Einzelfaserfragmen-
tierungsversuchen. Aus diesen ermittelte Festigkeiten und Energiefreisetzungsraten weisen
eine sehr gute Übereinstimmung zwischen beiden Versuchen auf. Dabei erfolgt die Parame-
teridentifikation mithilfe von Finite-Elemente-Modellen anstatt der häufig genutzten ver-
einfachten analytischen Modelle, welche üblicherweise eine schlechtere Übereinstimmung
erreichen.
Sobald eine Dehnungslokalisierung auftritt, ist neben der Materialmodellierung auch das
Homogenisierungsschema zu verallgemeinern. Zu diesem gehören die Generierung repräsen-
tativer Volumenelemente, Randbedingungen (RB) und ein Mittelungsoperator. Anhand des
aktuellen Standes der Literatur werden die Randbedingungen als ein signifikanter Schwach-
punkt von Homogenisierungsverfahren erkannt. Daher erfolgt die Untersuchung periodischer
RB, linearer Verschiebungsrandbedingungen und minimal kinematischer RB sowie zweier
adaptiver RB, nämlich Lokalisierungspfad-ausgerichteter RB und generalisiert periodischer
RB. Unter der Bezeichnung Tesselationsrandbedingungen wird ein weiterer Typ adapti-
ver RB vorgeschlagen. Zunächst erfolgt der Beweis, dass alle drei adaptiven RB die Hill-
Mandel-Bedingung erfüllen. Des Weiteren wird mittels einer Modifikation der Hough-
v
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Transformation ein systematischer Fehler derselben bei der Bestimmung der Richtung von
Lokalisierungszonen eliminiert. Schließlich werden die Eigenschaften aller Randbedingungen
an verschiedenen Beispielen demonstriert. Dabei zeigt sich, dass nur Tesselationsrandbedin-
gungen sowohl beliebige Richtungen von Lokalisierungszonen erlauben als auch fehlerhafte
Lokalisierungen in Eckbereichen ausschließen.
Zusammengefasst können in der Literatur geäußerte grundlegende Einschränkungen hin-
sichtlich der Anwendbarkeit numerischer Homogenisierungsverfahren beim Auftreten von
Dehnungslokalisierungen aufgehoben werden. Homogenisierungsmethoden sind somit auch
für entfestigendes Materialverhalten anwendbar.
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1 Einleitung
Der technische Fortschritt ist oftmals gebunden an die Neu- und Weiterentwicklung von
Materialien. Häufig stellen diese Werkstoffe einen Verbund aus Einzelmaterialien dar oder
weisen eine komplexen geometrischen Aufbau auf. Ein Beispiel für beide Eigenschaften sind
Faser-Kunststoff-Verbunde (FKV). Obwohl diese seit Jahrzehnten erfolgreich zur Gewichts-
und Ressourceneinsparung eingesetzt werden, lässt sich der aktuelle Forschungsbedarf dar-
an illustrieren, dass mit der Boeing 787 bzw. dem Airbus A350 erst seit 2011 bzw. 2015
Verkehrsflugzeuge eingesetzt werden, deren Struktur zu etwa 50 % aus FKV besteht, sie-
he [Rieke13]. Am Beispiel der FKV wird auch deutlich, dass sich durch die Wahl der im
Einzelfall verwendeten Komponenten und ihrer Anordnung schon für eine einzelne Klas-
se von Werkstoffen eine riesige Bandbreite möglicher Realisierungen ergibt. Einerseits ist
diese Vielfalt vorteilhaft, um das Material für konkrete Anwendungen optimieren zu kön-
nen. Andererseits ist der experimentelle Aufwand zur Erfassung des Spektrums möglicher
Eigenschaften sehr hoch. Daher sind Berechnungsmethoden sinnvoll, die es erlauben, zumin-
dest einen Teil des Versuchsprogrammes einzusparen, indem effektive Verbundeigenschaften
rechnerisch ermittelt werden.
1.1 Motivation und Zielstellung
Ein Werkzeug zur Bestimmung effektiver Eigenschaften sind Homogenisierungsmethoden.
Unter effektiven Materialeigenschaften werden dabei solche Materialmodelle und -kennwerte
verstanden, die letztlich eine ingenieurstechnische Berechnung von Bauteilen zulassen. Für
die betrachteten Werkstoffe ergibt sich diese Materialbeschreibung aus Substrukturen mit
heterogenem Aufbau auf kleineren Längenskalen. Demnach können Homogenisierungsver-
fahren entsprechend der wörtlichen Übersetzung aus dem Englischen auch als Multi-Skalen-
Methoden bezeichnet werden. Sie sind nicht an bestimmte Materialklassen gebunden. Ein
bekanntes Beispiel für hierarchisch aufgebauten Materialien ist Styropor®, welches im Ge-
gensatz zu FKV kein Verbund ist. Wie in Abbildung 1.1 gezeigt, werden die beiden Ebenen,
welche durch einen Homogenisierungsschritt gekoppelt sind, hier als Mikro- und Makroskala
bezeichnet. Liegt ein hierarchischer Aufbau in mehreren Ebenen vor, so kann eine mehrstufi-
ge Homogenisierung erfolgen, um die Parameter des effektiven Materialmodells der obersten
Makroskala zu bestimmen. Eine Übersicht zum Entwicklungsstand entsprechender Modelle
für FKV gibt beispielsweise [Gude08]. Die Struktur auf den unteren Längenskalen muss bei
der Verwendung selbiger nicht mehr aufgelöst werden.
Im Folgenden werden numerische Homogenisierungsverfahren angewandt, die auf einem
kleinen »Testvolumen« basieren. Jenes stellt ähnlich der Vergrößerungen in Abbildung 1.1
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Makroskala 1 Mikroskala 1
Makroskala 2 Mikroskala 2
Homogenisierungsschritt 1
Homogenisierungsschritt 2
Abbildung 1.1: Im Aufbau von Styropor® lassen sich Hierarchieebenen verschiedener charak-
teristischer Längenskalen unterscheiden. Es besteht aus einzelnen Körnern, welche sich während
des Aufschäumens des Ausgangsgranulates verbinden. Jedes solche Korn besteht wiederum aus ei-
nem offenporigen Schaum. Mittels Homogenisierung können anhand einer Mikrostruktur effektive
Materialeigenschaften auf der zugehörigen Makroskala berechnet werden.
einen Ausschnitt des zu untersuchenden Materials dar, welcher repräsentativ für den ge-
samten Werkstoff sein muss. Um dieses repräsentative Volumenelement (RVE) im Rahmen
einer Simulation erfassen zu können, bedarf es neben seiner Geometrie parametrisierte Ma-
terialmodelle für alle Einzelmaterialien.
Sind diese vorhanden, so ist theoretisch auch die direkte Berechnung ganzer Bauteile
unter Berücksichtung ihres Aufbaus aus heterogenen Substrukturen möglich. Im Beispiel
des Fahrradhelmes erforderte dies die Erfassung jeder einzelnen Schaumzelle des Helms auf
Mikroskala 1. Der daraus entstehende Bedarf an Speicherbedarf und Rechenleistung wäre
enorm. Trotz des seit Jahrzehnten exponentiellen Anstieges verfügbarer Rechenkapazitä-
ten ist diese Modellierungsstrategie daher mittelfristig nicht praktikabel. Die Bestimmung
effektiver Eigenschaften auf den Zwischenebenen, welchen die jeweiligen Makroskalen ent-
sprechen, dient also auch einer Effizienzsteigerung der Rechnung. Diese ist umso nötiger, als
bei der Materialentwicklung zunehmend kleinere Längenskalen einbezogen werden.
Bei der Betrachtung numerischer Homogenisierungsmethoden ist die Unterscheidung der
Anwendungsfälle gemäß zweier Kriterien relevant. Einerseits verändern sich die Anforde-
rungen an die Methode grundlegend, sobald durch entfestigendes Materialverhalten die
Dehnung in einem begrenzten Bereich lokalisiert. Im Kontext von Homogenisierungsver-
fahren bezeichnet der Begriff Lokalisierung häufig die Auflösung von Feldgrößen auf der
Mikroskala. Demgegenüber wird er hier ausschließlich zur Beschreibung einer Dehnungs-
konzentration verwendet. Vor dem Auftreten einer solchen Dehnungslokalisierung wird hier
von vorkritischem Materialverhalten und von klassischer Homogenisierung gesprochen. Sie
ist nach heutigem Stand gut erforscht und wurde erfolgreich angewendet. Mit dem Einset-
zen der Lokalisierung verändert sich der Charakter des Werkstoffs grundlegend. Wird dem
nicht durch eine Erweiterung des Homogenisierungsschemas Rechnung getragen, so werden
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fehlerhafte Ergebnisse ermittelt, die systematisch von der RVE-Größe abhängen.
Andererseits ist zu unterscheiden, ob Homogenisierungsmethoden eingesetzt werden, um
von Materialeigenschaften der Mikroskala auf makroskopisches Verhalten zu schließen, oder
ob das inverse Problem betrachtet wird. In [Hühn16] wird der Versuch, effektives nach-
kritisches Materialverhalten anhand experimentell bestimmter mikromechanischer Materi-
alparameter zu prognostizieren, ohne Erfolg unternommen. Darüber hinaus werden in der
dem Autor bekannten Literatur neben Messdaten von Einzelkomponenten auch Daten des
makroskopischen Werkstoffes genutzt, um mit letzteren die fehlenden mikromechanischen
Materialparameter bestimmen zu können, siehe [Melro13; Müller14; Bai15]. Dieses beidsei-
tige Vorgehen erlaubt keine wirkliche Vorhersage effektiven Materialverhaltens und damit
keine Validierung des Homogenisierungsansatzes an selbigem. Besonders schwierig messbar
sind Materialdaten von Grenzschichten in Verbunden, weshalb hier auf diese besonderes
Augenmerk gelegt wird.
Nach [Bažant10] ist die Anwendung von Homogenisierungsmethoden bei Entfestigung
nicht sinnvoll. Bazant begründet dies mit Problemstellungen, welche eine verlässliche Pro-
gnose des effektiven schädigenden Materialverhaltens und Versagens nach aktuellem For-
schungsstand nicht zulassen. Die vorliegende Arbeit behandelt daher systematisch die Be-
antwortung der Frage:
Ist die Prognose des effektiven Verhaltens entfestigender Werkstoffe nach dem
Einsetzen der Dehnungslokalisierung mittels Homogenisierung möglich?
1.2 Arbeitspunkte
Zur Erstellung einer solchen Prognose bedarf es der Bestimmung aller relevanten mikrome-
chanischen Materialeigenschaften und eines Verfahrens zum Skalenübergang. Diese Anfor-
derungen lassen sich in folgende Kategorien einordnen:
A1 valide Materialmodelle für alle Einzelmaterialien
A1.1 vorkritische Modelle wie Viskoelastizität und verfestigende Plastizität
A1.2 Modellierung des nachkritisch entfestigenden Materialverhaltens
A2 Charakterisierung von Grenzschichten in Verbunden
A3 Homogenisierungsschema mit Erhalt der Unabhängigkeit von der RVE-Größe nach Lokali-
sierungsbeginn
A3.1 Bereitstellung von RVEs
A3.2 Randbedingungen zum Aufprägen effektiver Verzerrungen
A3.3 Mittelungsoperator zur Bestimmung der effektiven Materialantwort.
Vor der Bearbeitung der aufgelisteten Arbeitspunkte werden in zwei Kapiteln notwendi-
ge Grundlagen notiert. Kapitel 2 beinhaltet die Darlegung jener kontinuumsmechanischen
Grundlagen und Schreibweisen, welche später verwendet werden. Daraufhin wird in Kapitel
3 eine Einführung in die klassische Homogenisierung gegeben. Insbesondere wird dabei auf
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die Nachweise von Verzerrungs- und Arbeitsäquivalenz für drei elementare Arten verzer-
rungsgesteuerter Randbedingungen eingegangen.
Das anschließende Kapitel 4 befasst sich mit der Materialcharakterisierung von Verbund-
komponenten. Um diese tatsächlich durchführen zu können, sind Experimente nötig, für
welche eine Festlegung auf eine konkrete Materialkombination getroffen werden muss. Hier
konnte auf Versuche an glasfaserverstärktem Epoxidharz zurückgegriffen werden. Für das
Epoxidharz wird in 4.2 eine Charakterisierung des vorkritischen Verhaltens entsprechend
A1.1 durchgeführt. Für das Reinharz erfolgt keine Identifikation des nachkritischen Verhal-
tens gemäß A1.2. Abschnitt 7.4 gibt einen Ausblick auf die für diesen Arbeitspunkt nötige,
hier aber nicht verfügbare, experimentelle Ausstattung. Der hohe Aufwand liegt im komple-
xen Verhalten dieses Matrixmaterials begründet und nicht in der Verwendung eines Homo-
genisierungsschemas. Prinzipiell ist die Bereitstellung belastbarer Modelle für entfestigende
und lokalisierende Materialien durchaus möglich, wie z. B. [Göktepe07; Ambati16] beweisen.
Die Charakterisierung des Fasermaterials wird in Abschnitt 4.3 behandelt. Das nachkriti-
sche Verhalten gemäß Abschnitt A1.2 ist in diesem Fall mit einer Festigkeitsverteilung zu
erfassen.
Das folgende Kapitel 5 bezieht sich auf Arbeitspunkt A2 und legt die Modellierung der
Grenzschicht zwischen Matrix und Faser dar, wie auch die Identifikation der zugehörigen
Parameter mithilfe von Experimenten an Einzelfaserverbunden.
Schließlich werden in Kapitel 6 Homogenisierungsverfahren gemäß Anforderung A3 darge-
legt. Besondere Beachtung erfahren dabei adaptive Randbedingungen in Abschnitt 6.2. Die
in Abschnitt 6.2.3 vorgeschlagenen Randbedingungen erfüllen auch jene Anforderungen, die
über die Mindestanforderungen im Kontext klassischer Homogenisierungsmethoden hinaus
gehen. Der Nachweis erfolgt durch die Verifikation in Abschnitt 6.5. Abschließend werden
eine Zusammenfassung und ein Ausblick gegeben.
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Dieses Kapitel dient der Darlegung der im Weiteren verwendeten mathematischen Notation
und der grundlegenden physikalischen Gesetzmäßigkeiten. Letztere fallen in den Rahmen der
Kontinuumsmechanik. Gegenstand dieser sind Körper über einem Gebiet Ω mit Rand ∂Ω.
Der Körper besteht aus materiellen Teilchen. Synonym wird der Begriff materielle Punkte
verwendet. Diesen wird keine diskrete Masse, sondern ein Wert des kontinuierlichen Dich-
tefeldes zugewiesen. Dem Aufbau der Materie aus Atomen, Molekülen etc. wird also keine
Aufmerksamkeit geschenkt.
Die mathematische Schreibweise bedient sich hier der Indexnotation und der Ein-
stein’schen Summationskonvention. Als Beispiel einer physikalischen Größe sei der Span-
nungstensor σ angeführt, der sich gemäß
σ = σkl~ek ⊗ ~el (2.1)
aus Koordinaten σkl und dem dyadischen Produkt der Basisvektoren ~ek zusammensetzt. Die
Betrachtungen erfolgen in kartesischen Koordinatensystemen. Ihre Einheitsbasisvektoren ~ek
werden im Folgenden nicht mitgeschrieben. Abkürzend wird dann von den Koordinaten als
physikalische Größe gesprochen, beispielsweise von der Spannung σkl.
t = t0
Ω∂Ω
~ek = ~eKδKk
t > t0
XK = xkδkK
P
P
xk = xk(XK , t)
Referenzkonfiguration
Momentankonfiguration
Abbildung 2.1: Geometrische Beschreibung der Bewegung eines Körpers, wie sie in dieser Arbeit
genutzt wird. Die Konfiguration zum Zeitpunkt t = t0 ist als Referenz ausgezeichnet. Die Wahl der
materiellen Koordinaten fällt auf die räumlichen Koordinaten der Referenz.
Die Kontinuumsmechanik betrachtet die Deformation von Körpern unter Lasten. Zu ihrer
geometrischen Betrachtung, werden Euler’sche Koordinaten xk eingeführt, welche die Lage
im Raum bezüglich eines Koordinatensystems mit Basisvektoren ~ek bezeichnen. Neben seiner
Lage wird jedes materielle Teilchen mit Lagrange’schen Koordinaten Xk markiert. Im
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Gegensatz zu den räumlichen Koordinaten xk bleiben dieXK bei Lageänderung des Teilchens
gleich. Als Konfiguration wird die funktionale Abbildung
xk = xk(XK , t) (2.2)
bezeichnet, die zu einem Zeitpunkt t die Lage aller materiellen Punkte des Körpers be-
schreibt. Aufgrund der Forderung nach wenigstens abschnittsweiser Invertierbarkeit muss
auch
XK = XK(xk, t) (2.3)
existieren. Diese Beschreibung schließt Durchdringung von zwei materiellen Teilchen an
einem Ort sowie gleichzeitige Anwesenheit eines Teilchens an zwei Raumpunkten aus. Die
zeitliche Abfolge aller Konfigurationen beschreibt die Bewegung des Körpers vollständig.
Hier findet das selbe Formelzeichen für die Koordinaten und die zugeordnete Abbildung
Anwendung. Im Weiteren sollen die materiellen Koordinaten XK gerade so gewählt werden,
dass sie zu einem Referenzzeitpunkt t = t0 mit den räumlichen Koordinaten übereinstimmen.
Die Verschiebung der Teilchen gegenüber dieser Referenzkonfiguration kann dann als
uk(xk, t) = xk −XK(xk, t)δKk (2.4)
beschrieben werden. Die Notation mit dem Kronecker-Symbol δKk gilt, sofern die den
materiellen und räumlichen Koordinaten zugrunde gelegten Koordinatensysteme identisch
sind. Dies entspricht mit ~ek = ~eKδKk der Situation in Abbildung 2.1.
Im Rahmen dieser Arbeit ist eine Beschränkung auf kleine Verzerrungen möglich, welche
im Folgenden vorgenommen wird. Der Verschiebungsgradient uk,l = ∂uk/∂xl enthält auch
rotatorische Anteile, welche nicht zum Verzerrungszustand beitragen. Um diese zu eliminie-
ren findet die technische Verzerrung
εkl = [uk,l]sym =
1
2
(uk,l + ul,k) (2.5)
Anwendung. Sie entspricht einer Linearisierung des Green-Lagrange’schen bzw.
Almansi-Euler’schen Verzerrungstensor. Weist der Verschiebungsgradient nur infinite-
simale Einträge auf, so stimmen die Verzerrungstensoren exakt überein.
Neben der geometrischen Beschreibung von Körpern bilden physikalische Erfahrungssätze
einen wichtigen Themenkomplex der Kontinuumsmechanik. Eine Möglichkeit zur Formulie-
rung dieser sind Bilanzgleichungen über dem Körper, welche Quellen in seinem Gebiet Ω und
Ströme über seine Oberfläche ∂Ω berücksichtigen. Hier werden solche Verläufe angenommen,
die mittels des Satzes von Gauss einen Übergang auf beliebige Teilvolumina und damit zur
lokalen Form der Bilanzen erlauben. Sprünge, wie sie an Materialgrenzen auftreten, werden
dadurch nicht ausgeschlossen. Für sie gelten Sprungbedingungen, welche beispielsweise aus
den Bilanzen folgen.
Bezeichnet ρ0 die Dichte eines materiellen Punktes in der Referenzkonfiguration, so folgt
aus der Massebilanz unter Beschränkung auf kleine Verzerrungen die Unveränderlichkeit der
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ρ = ρ0. (2.6)
Ein Maß für den Impulsstrom über die Oberfläche ∂Ω ist der Spannungsvektor tl. Nach dem
Fundamentaltheorem Cauchy’s beschreibt der Spannungstensor σkl den Zusammenhang
zum nach außen gerichteten Normalenvektor nk mit
tl = σklnk. (2.7)
Damit kann die lokale Form der Impulsbilanz als
σkl,k + ρ(fl − u¨l) = 0 (2.8)
notiert werden. Sind die Beschleunigung u¨l und die spezifische Volumenkraftdichte fl ver-
nachlässigbar, so verbleibt als quasistatische und volumenkraftfreie Konsequenz σkl,k = 0.
Existiert keine Momentendichte, so folgt unter Verwendung der Impulsbilanz aus der Dre-
himpulsbilanz die Symmetrie des Spannungstensors
σkl = σlk. (2.9)
Die Energiebilanz ist für die Lösung des hier behandelten rein mechanischen Feldproblems
nicht notwendig. Jedoch stellen die bisher präsentierten kinematischen und kinetischen Be-
ziehungen mehr Unbekannte als Gleichungen auf. Diese Lücke schließen konstitutive Bezie-
hungen, welche auf phänomenologischer Basis in den Kapiteln 4 und 5 aus Experimenten
abgeleitet werden. Die Beschreibung des Problems wird mit Anfangs- und Randbedingung-
en komplettiert. In der bisher formulierten Problemstellung spielt neben dem ersten auch
der zweite Hauptsatz der Thermodynamik keine Rolle. Allerdings ergeben sich aus diesem
in Kombination mit den vorher genannten Bilanzen Einschränkungen für die Materialfor-
mulierung. Für die im Folgenden genutzten Modelle ist die Gewährleistung dieser thermo-
dynamischen Zulässigkeit gesichert.
Die Verwendung der Kategorien Elastizität, Viskosität, Plastizität, Viskoelastizität usw.
erfolgt in dieser Arbeit in Übereinstimmung mit [Haupt02]. Im engeren Sinne werden solche
Materialien als plastisch bezeichnet, die eine Gleichgewichtshysterese aufgrund remanenter
Dehnung aufweisen, aber keine Degradation der Steifigkeit. Demgegenüber bezeichnet Schä-
digung im engeren Sinne das Vorliegen einer Gleichgewichtshysterese mit Degradation der
Steifigkeit, aber ohne remanente Dehnung.
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3 Einführung in die Homogenisierung
Wie einleitend dargelegt dienen Homogenisierungsverfahren sowohl der Materialentwicklung
und der Verbesserung des Verständnisses komplexer Materialien, wie sie auch für eine Be-
rechnung von Produkten aus diesen Werkstoffen und letztendlich zu deren Optimierung
nützlich sind. Einen Einstieg in die Thematik bietet [Fish13], einschließlich einer Diskussion
der Potentiale und Grenzen des Ansatzes. Entsprechend ihrer Fähigkeiten sind Homogenisie-
rungsverfahren in einigen Bereichen mittlerweile etablierte Werkzeuge zur Berechnung von
Materialien, deren Verhalten auf der Makroskala durch Phänomene auf der Mikroskala be-
stimmt wird. Solche reichen von scheinbar homogenen Metallen mit Kornstruktur, hin zu of-
fensichtlich hierarchisch aufgebauten FKV, porösen Materialien, zahlreichen Biomaterialien
etc. Zur Homogenisierung existieren analytische und numerische Verfahren. Eine Übersicht
zu beiden Gruppen gibt [Kanouté09]. Als einziges Ergebnis analytischer Homogenisierung
werden in dieser Arbeit Schranken für homogenisierte Steifigkeiten zur Verifizierung von
Rechnungen in Abschnitt 6.5 genutzt. Während die Grenzen für beliebig anisotrope Werk-
stoffe auf [Voigt89] und [Reuss29] zurückgehen, finden sich die Grenzen für transversaliso-
trope Materialien in [Hashin65]. Zahlreiche weiterführende analytische und semianalytische
Methoden basieren auf der Lösung des Einschlussproblems durch [Eshelby57]. Diese wer-
den hier jedoch nicht weiter betrachtet. Stattdessen sei für einen knappen Einstieg in die
Literatur auf [Lux16] verwiesen, sowie auf [Pierard06] für eine umfangreichere Einordnung.
≈ lRVE2R ≈ lM2
≈ lM1 ≈ lRVE1
Abbildung 3.1: Die tragende Struktur des Fahrradhelms als Beispiel eines makroskopischen Ge-
genstandes besteht aus Styropor® mit mikroheterogenem Aufbau, siehe auch Abbildung 1.1. Auf
jeder Skala lassen sich charakteristische Längen l... identifizieren. Die Mindestanforderung für die
Anwendbarkeit von Homogenisierungsverfahren, ist die Gewährleistung der Skalenseparation 3.4
durch diese Längen.
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Eine einfache Motivation des Homogenisierungsansatzes soll hier anhand der Betrach-
tung des Verschiebungsfeldes eines makroskopischen Bauteils erfolgen. Als plakatives Bei-
spiel kann der Helm aus Abbildung 3.1 dienen. Die Taylor-Entwicklung eines beliebigen
hinreichend stetigen Verschiebungsfeldes am Ort x0l lautet
uk(xl) = uk|x0l + uk,p|x0l
(
xp − x0p
)
+
1
2
uk,pq|x0l
(
xp − x0p
) (
xq − x0q
)
+O
((
xl − x0l
)3)
. (3.1)
Im Falle einfachen Materialverhaltens ist allein der Verschiebungsgradient uk,p|x0l ausrei-
chend, um den exakten Spannungszustand der infinitesimalen Umgebung von x0l zu ermit-
teln. Da praktisch die Modellierung einer infinitesimalen Umgebung nicht möglich ist, wird
eine kleine Zelle um x0l betrachtet. Von dieser Zelle ist zu fordern, dass sie die charakte-
ristischen Materialphänomene abbilden kann. Ist dies gegeben, kann sie als repräsentatives
Volumenelement (RVE) bezeichnet werden. Aufgrund ihrer endlichen Abmessung lRVE ent-
steht durch den Abbruch der obigen Taylorreihe nach dem linearen Glied ein Fehler. Ob
dieser Fehler akzeptabel ist, kann nur in Relation zum makroskopischen Bauteil beurteilt
werden. Dazu wird eine Abmessung lM der Makroskala definiert. Als lM kommen solche
Längen in Betracht, über denen eine deutliche Änderung im Verzerrungszustand auftritt,
beispielsweise Abmessungen des Gebietes der Lasteinleitung sowie Krümmungsradien oder
die Gesamtabmessungen des Bauteils. Ausschlaggebend ist die kleinste charakteristische
Länge lMi auf einer Skala i, wie in Abbildung 3.1 am Beispiel der Homogenisierungsstufen
i = 1 und i = 2 dargestellt. Mithilfe dieser Längen lässt sich die Größenordnung des Fehlers
in den Verschiebungen der Mikroskala umk im RVE abhängig von den Verschiebungen und
Gradienten der Makroskala uMk... mit
umk (xl) = u
M
k |x0l + uMk,p|x0l
(
xp − x0p
)
+O
((
lRVE
lM
)2)
(3.2)
als quadratisch und der Fehler in den Verzerrungen
umk,p = u
M
k,p|x0l +O
(
lRVE
lM
)
(3.3)
als linear vom Längenverhältnis abhängig quantifizieren. Daraus resultiert die typischerweise
als Skalenseparation bezeichnete Forderung
lRVE  lM. (3.4)
Im Falle von engen Krümmungsradien oder Kerben kann das Einhalten dieser Bedingung
durchaus problematisch sein. Dies erfordert erweiterte Lösungsstrategien wie zusätzliche
Submodelle, wenigstens aber eine kritische Bewertung der in der Umgebung dieser Stellen
ermittelten Lösung.
Erfolgt die Kopplung des RVE an die Makroskala unter Berücksichtigung der Krümmungs-
terme uMk,pq|x0l , so weisen die Verzerrungen einen Fehler der Größenordnung O
((
lRVE/lM
)2)
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auf, womit Bedingung (3.4) bei identischem Abbruchfehler entspannt wird. Eine Einord-
nung dieser sogenannten Homogenisierung zweiter Ordnung gibt [Geers10], für Details siehe
[Kouznetsova02a; Kouznetsova02b]. Im Rahmen dieser Arbeit erfolgt die Kopplung nur mit-
hilfe des Verschiebungsgradienten erster Ordnung. Andernfalls wäre zur Berücksichtigung
der Krümmungen eine Cosserat-Kontinuumsformulierung auf der Makroskala nötig, siehe
auch [Branke12].
Der Kern der hier verfolgten numerischen Homogenisierungsstrategie ist die Berechnung
eines RVE mithilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM). Wie oben beschrieben, muss das
RVE die relevante Charakteristik des Materials abbilden können. Das bedeutet zunächst,
dass die eingesetzten Materialmodelle signifikante elastische, viskose, plastische u. a. Effekte
beschreiben. Darüber hinaus muss aber auch die geometrische Anordnung der Materialien re-
präsentativ sein. Im Falle zweidimensionaler Problemstellungen werden auch entsprechende
ebene Zellen als repräsentative Volumenelemente bezeichnet. Im engeren Sinne ist Reprä-
sentativität nur für solche Werkstoffe möglich, deren Mikrostruktur ein sich wiederholendes
regelmäßiges Muster aufweist. Eine Einheitszelle dieses Musters kann dann als RVE gewählt
werden. Neben der Periodizität des Musters können diejenigen Symmetrien genutzt werden,
welchen auch die Belastung genügt. So sind in Abbildung 3.2 a) für eine ideal hexagonale
Faseranordnung alle Symmetrielinien eines Einschlusses und mögliche Einheitszellen (7-12)
eingetragen. Da diese nur die Periodizität ausnutzen, müssen ihre Mittellinien keine Symme-
trielinien sein, siehe 8 und 11. Unter Nutzung der Spiegelsymmetrie lassen sich die Einheits-
zellen verkleinern zu dreieckigen Zellen (2,3) für hydrostatische Lasten oder rechteckigen
Zellen für Zug σ11, σ22 (4-6). Diese sind in ihrer Lage an die Symmetrielinien gebunden. Die
kleinsten Zellen (2,5) können somit beispielsweise nicht als RVEs für Schublastfälle genutzt
werden, da diese die Symmetrie nicht einhalten. Für den dargestellten Volumengehalt an
Einschlüssen erlauben nur rhombische Zellen den Einschluss nicht zu schneiden, siehe 9.
Analog dazu zeigt Abbildung 3.2 b) die ideal quadratische Anordnung mit Symmetrielini-
en und Einheitszellen (6-9). Die Zellen 2 und 3 genügen der Symmetrie für Schub σ12, die
Zellen 4 und 5 der für Zug σ11, σ22. Im engeren kristallographischen Sinne sind in Abbil-
dung 3.2 jeweils nur die kleinstmöglichen Einheits- bzw. Elementarzellen 7 bis 9 als solche
zu bezeichnen.
Für die meisten Materialien sind Einheitszellen nicht existent. Daher wird die Forderung
der Existenz einer Einheitszelle aufgegeben. Stattdessen werden statistisch repräsentative
Volumenzellen akzeptiert, die hier weiterhin als RVEs bezeichnet werden. Um die Statistik
der Materialverteilung erfassen zu können, muss das RVE ausreichend viele jener Einheiten
umfassen, welche der Mikrostruktur zugrunde liegen. Solche Einheiten können beispielsweise
Fasern, Körner oder Fehlstellen von typischen Abmessungen lm sein, sodass die Forderung
(3.4) gemäß
lm < lRVE  lM (3.5)
zu verschärfen ist. Für den elastischen Fall wird oftmals die Streuung effektiver Steifig-
keiten bei statistischen Einschlussverteilungen betrachtet. Anhand verschiedener statisti-
scher Kriterien werden daraus in [Drugan96; Gusev97; Kanit03] a posteriori notwendige
Verhältnisse lRVE/lm bzw. Einschlussanzahlen zur Bestimmung der Moduln abgeleitet, wie
11
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Abbildung 3.2: a) Ideal hexagonale Anordnung mit Symmetrielinien, rhombischen Einheitszellen
(7-9), rechteckigen Einheitszellen (10-12) und durch Nutzung von Symmetrien verkleinerte Zellen
(2-6). b) Ideal quadratische Anordnung mit Symmetrielinien, Einheitszellen (6-9) und verkleinerten
Zellen (2-5).
z. B. lRVE = 2lm in [Drugan96]. Bei der Betrachtung von Versagensmechanismen werden
zusätzliche statistisch verteilte Einflussfaktoren relevant, beispielsweise statistisch verteil-
te Festigkeiten, siehe [Hufenbach09; Thieme14]. Die Berücksichtigung solcher verstärkt die
ohnehin vorliegende Notwendigkeit zur Betrachtung größerer RVEs bei Schädigung. Exem-
plarisch schlägt [Trias06] lRVE = 50lm vor. Damit unterscheiden sich die Abmessungen nach
[Drugan96] und [Trias06] um einen Faktor 25. Andere Literaturstellen empfehlen allerdings
weniger weit auseinanderliegende RVE-Größen für Elastizität und Schädigung.
Zwei mögliche RVEs sind in Abbildung 3.3 a) in eine statistische Mikrostruktur eingezeich-
net. Die Auswahl des Ausschnittes ist durchaus von Einfluss, so hat RVE 1 einen höheren
Gehalt von Einschlüssen als RVE 2. Oftmals werden RVEs jedoch so gewählt, dass die
Einheiten den Rand nicht überschneiden, siehe [Inglis08; Coenen12b; Bosco15; Oliver15].
Die Konstruktion solcher RVEs hat Einfluss auf die effektiven Eigenschaften, [Gitman07]
bezeichnet dies als Wandeffekt. Daher werden andererseits häufig statistisch periodische
Anordnungen von Einheiten verwendet, siehe beispielsweise [Gitman07; González07; Mel-
ro08; Alfaro10; Nguyen10; Verhoosel10; Coenen12a; Bai15]. Solche Anordnungen sind in
zufälligen Mikrostrukturen wie Abbildung 3.3 a) jedoch nicht auffindbar. Einzig für gerin-
ge Konzentrationen an Einschlüssen existieren RVEs, die keine Einschlüsse schneiden. Die
meist verwendeten statistisch periodischen Anordnungen werden daher durch Algorithmen
konstruiert, beispielsweise durch Kopieren und Verschieben der dunklen Einschlüsse in Ab-
bildung 3.3 b).
Ziel der Verwendung dieser Einheitszellen ist nicht, eine periodische Mikrostruktur ab-
zubilden. Vielmehr sind kongruente Materialverteilungen auf gegenüberliegenden Flächen
vorteilhaft. Sie vereinfachen beispielsweise das Ableiten von ebenfalls kongruenten Netzen,
sodass im Rahmen der FEM von Randbedingungen zwischen Punktepaaren auf solche zwi-
schen Knotenpaaren übergegangen werden kann.
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a)
2
1
b)
Abbildung 3.3: a) Auswahl zweier möglicher RVEs aus einer zufälligen Anordnung. b) Konstruk-
tion einer statistisch periodischen Anordnung durch Verschieben der dunkel markierten Einschlüsse.
3.1 Skalenübergang
Ist der Fehler in Gleichung (3.3) ausreichend klein, so kann der makroskopische Verschie-
bungsgradient uMk,p|x0l eines Punktes dem assoziierten RVE auf der Mikroskala zugewiesen
werden. Jedoch ergibt die Vorgabe von umk,p im ganzen RVE die deutlich zu hohen Steifig-
keitswerte der oberen Schranke nach [Voigt89] und erzeugt ein kinetisch unzulässiges Span-
nungsfeld. Außerdem beschreibt der Verschiebungsgradient neben der Deformation auch die
Starrkörperrotation, die für das Verhalten des RVE irrelevant sein muss. Statt der Vorgabe
von uMk,l im gesamten Gebiet Ω erfolgt die Belastung des RVE durch Verschiebungsrandbe-
dingungen auf der RVE-Oberfläche ∂Ω entsprechend der makroskopischen Verzerrung εMkl .
Drei elementare Varianten der Formulierung solcher Randbedingungen (RB) werden in Ab-
schnitt 3.2 näher betrachtet. Die effektive Spannungsantwort der Mikrostruktur wird durch
das ungewichtete Volumenmittel über dem RVE Ω mit Volumen V0
σMkl =
1
V0
∫
Ω
σmkldV =
1
V0
∫
∂Ω
xkt
m
l dA (3.6)
bestimmt. Alternativ ist die Vorgabe von Spannungen und die Auswertung von Verzerrun-
gen möglich. Die Vorgabe von εMkl mit Auswertung der konjugierten Größe σMkl erlaubt es
jedoch, die üblicherweise verwendete Materialformulierung σMkl (εMkl) direkt durch das Homo-
genisierungsschema zu ersetzen. Für den Übergang vom Volumenmittel zum Flächenintegral∫
dA über den Rand ∂Ω wurde in (3.6) neben dem Satz von Gauß die volumenkraftfreie
Impulsbilanz σkl,k = 0 verwendet. Die Vernachlässigung von Volumenlasten ist für hinrei-
chend kleine RVEs immer möglich, da das Volumen mit O(lRVE3) abnimmt, während die
Oberfläche nur mit O(lRVE2) schrumpft. Außerdem begründet Glüge die Vernachlässigung
dieser Kraftdichten mit dem Erhalt der Invarianz des effektiven Materialverhaltens gegen-
über Starrkörperbewegung, siehe [Glüge12]. Dennoch ist eine Verallgemeinerung des hier
genutzten volumenlastfreien Ansatzes möglich, wie das in [Souza Neto15] vorgeschlagene Ho-
mogenisierungsverfahren mit Berücksichtigung von Volumenkräften und Trägheitstermen.
Für die folgenden Betrachtungen werden einige Abkürzungen genutzt. So wird die Kenn-
zeichnung der Größen der Mikroskala mit ( )m weggelassen und das Volumenmittel als
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〈 〉 = 1/V0
∫
Ω
( )dV notiert. Außerdem werden mittlere Größen (¯ ) und Fluktuationen (˜ )
σkl = σ¯kl + σ˜kl εlk = ε¯lk + ε˜lk (3.7)
tl = t¯l + t˜l uk = u¯k + u˜k (3.8)
eingeführt, in welche Spannungs- und Verzerrungstensor sowie Verschiebung und Spannungs-
vektor zerlegbar sind. Die Definition der Mittelwerte erfolgt anhand der Volumenmittel des
Spannungs- und Verzerrungstensors gemäß
σ¯kl = 〈σkl〉 ε¯lk = 〈εlk〉 (3.9)
t¯l = σ¯klnk u¯k = ε¯klxl. (3.10)
Daraus folgen die Konsequenzen
0 = 〈σ˜kl〉 0 = 〈ε˜lk〉 (3.11)
0 =
1
V0
∫
∂Ω
t˜lxkdA 0 =
1
V0
∫
∂Ω
1
2
(u˜knl + u˜lnk) dA (3.12)
für die Fluktuationsterme.
Diese Größen sind hilfreich bei der Untersuchung, ob die in dieser Arbeit verwendeten RB
neben der Spannungsäquivalenz (3.6) auch die Verzerrungsäquivalenz
εMkl =
1
V0
∫
Ω
εkldV =
1
V0
∫
∂Ω
1
2
(uknl + ulnk)dA, (3.13)
also εMkl = 〈εlk〉 = ε¯kl gewährleisten. Ebenso wird die Äquivalenz der virtuellen Arbeitsdichte
σMklδε
M
lk = δw
M = δw = 〈σklδεlk〉 = 1
V0
∫
∂Ω
tlδuldA (3.14)
geprüft, welche durch Spannungen und virtuelle Verzerrungen bzw. Verschiebungen ver-
richtet wird. In Übereinstimmung mit der Literatur wird diese Forderung mit Bezug auf
[Hill52] auch als Hill-Mandel-Bedingung bezeichnet. Bei Dissipationsfreiheit ist außer-
dem der Name Energieäquivalenz üblich, entsprechend wird hier die Bezeichnung Arbeits-
äquivalenz gewählt. Der Übergang zum Randintegral ist wie in (3.12) durch den Satz von
Gauss sowie wegen σkl,k = 0 möglich. Mithilfe der Mittelwerte und Fluktuationen kann die
Hill-Mandel-Bedingung als
σMklδε
M
lk = 〈σklδεlk〉 = 〈σkl〉δε¯lk + 〈σklδε˜lk〉 = σ¯klδε¯lk +
1
V0
∫
∂Ω
tlδu˜ldA (3.15)
= σ¯kl〈δεlk〉+ 〈σ˜klδεlk〉 = σ¯klδε¯lk + 1
V0
∫
∂Ω
t˜lδuldA (3.16)
14
3.2 Randbedingungen
notiert werden. Wenn mit εMlk = ε¯lk die Äquivalenz der (virtuellen) Verzerrung garantiert
ist, verbleiben in den Gleichungen (3.15) und (3.16) ausnahmslos die Randterme. Die Hill-
Mandel-Bedingung lautet dann
0 =
∫
∂Ω
tlδu˜ldA =
∫
∂Ω
t˜lδuldA =
∫
∂Ω
t˜lδu˜ldA. (3.17)
3.2 Randbedingungen
3.2.1 Lineare Verschiebung
Lineare Verschiebungsrandbedingungen (LVRB)
uk = ε
M
klxl ∀ xl ∈ ∂Ω (3.18)
entsprechen der Vorgabe der Randverschiebung identisch zur mittleren Verschiebung u¯k ge-
mäß des makroskopischen Verzerrungstensors εMkl . Gleichung (3.18) entspricht der Integration
eines konstanten Verschiebungsgradienten. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit legt die
Vernachlässigung der Integrationskonstanten die Starrkörperverschiebung im Ursprung zu
Null fest. Die Berücksichtigung nur des symmetrischen Anteils des Verschiebungsgradienten
durch εMkl ist eine mögliche Wahl der Starrkörperrotation, welche dem Verschwinden des
effektiven Drehtensors entspricht. Aus den RB (3.18) folgt εMkl = ε¯kl, also die Erfüllung der
Verzerrungsäquivalenz (3.13). Wegen uk = u¯k sind außerdem
u˜k = 0 ∀ xl ∈ ∂Ω (3.19)
und damit die Arbeitsäquivalenz (3.17) garantiert.
3.2.2 Periodische Randbedingungen
Periodische Randbedingungen (PRB) basieren auf der Zerlegung des Randes ∂Ω in Bereiche
∂Ω− und ∂Ω+, die einander paarweise zugeordnet werden. Dazu werden die Notation
( )− = ( )|x−k ∀ x
−
k ∈ ∂Ω− (3.20)
( )+ = ( )|x+k ∀ x
+
k ∈ ∂Ω+, (3.21)
die Zuordnung χk von Randpunktpaaren
x+k = χk(x
−
l ) (3.22)
und die Differenz von Werten einander zugeordneter Randpunktpaare
J K = ( )+ − ( )− = ( )|χk(x−l ) − ( )|x−k (3.23)
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eingeführt. Mit dieser Notation können PRB geschrieben werden als
JukK = εMklJxlK ∀ xl ∈ ∂Ω. (3.24)
Zur Untersuchung der Arbeitsäquivalenz wird in einem ersten Schritt das Gleichgewicht
des RVE mithilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit betrachtet. Da die RB in Verschiebun-
gen gegeben sind, ist kein Beitrag zur virtuellen Arbeit δW aufgrund von Randlasten zu
berücksichtigen. Die Diskussion geht aus von der virtuellen Arbeit mit Nebenbedingung
δL =
∫
Ω
δwdV
︸ ︷︷ ︸
δW
−
∫
∂Ω−
λkδgkdA− = 0. (3.25)
Die Nebenbedingung in Nullform gk = JukK− εMklJxlK = 0 ist mittels Lagrange-Parameter
λk eingebunden. Die Betrachtung des Gleichgewichts erfolgt für eine fixe Belastung εMkl , also
δεMkl = 0. Aus
δL =
∫
Ω
σklδεlkdV −
∫
∂Ω−
λkJδukKdA− (3.26)
=
∫
∂Ω
tkδukdA−
∫
∂Ω+
λkδu
+
k
dA−
dA+
dA+ +
∫
∂Ω−
λkδu
−
k dA
− = 0 (3.27)
folgt wegen der Beliebigkeit von δu+k und δu
−
k aufgrund der Nutzung von Lagrange-
Parametern zur Einbindung der Nebenbedingung
t−k = −λk = −t+k
dA+
dA−
. (3.28)
Dieses Zwischenergebnis der Gleichgewichtsbedingung wird in einem zweiten Schritt ver-
wendet. Zur Betrachtung der durch die virtuellen makroskopischen Verzerrung verrichteten
Arbeit ist nun δεMkl 6= 0 zu berücksichtigen. Andernfalls wäre die Hill-Mandel-Bedingung
(3.14) mit δwM = 0 = δW/V0 identisch zum Gleichgewicht (3.25) und trivial erfüllt. Unter
Nutzung der Spannungsvektoren (3.28) auf dem Rand ∂Ω+ kann gemäß∫
∂Ω
tlδuldA =
∫
∂Ω−
−dA
+
dA−
t+l δu
−
l dA
− +
∫
∂Ω+
t+l δu
+
l dA
+ =
∫
∂Ω+
t+l
(
δu+l − δu−l
)︸ ︷︷ ︸JδulK dA
+ (3.29)
umgeformt werden. Dies erlaubt das direkte Einsetzen der Variation der periodischen RB
JδulK = δεMlkJxkK. (3.30)
Nochmalige Verwendung der Randspannungsvektoren (3.28) erlaubt die Rücktransformation
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auf den gesamten Rand ∂Ω. Mit∫
∂Ω
tlδuldA = . . . =
∫
∂Ω+
t+l δε
M
lkJxkKdA+ = ∫
∂Ω
tlxkdA δεMlk = V0σ
M
klδε
M
lk (3.31)
ergibt sich die Hill-Mandel-Bedingung (3.14) selbst. Sie wird demnach von PRB ohne
weitere Anforderungen erfüllt.
Schließlich ist zu prüfen, inwiefern PRB die Verzerrungsäquivalenz (3.13) garantieren.
Dazu kann das Integral der Verschiebungsfluktuation aus (3.12) umgeformt werden zu
0 =
∫
∂Ω
[u˜knl]sym dA =
∫
∂Ω
[uknl]sym dA−
∫
∂Ω
[u¯knl]sym dA (3.32)
=
∫
∂Ω−
[
u−k n
−
l + u
+
k n
+
l
dA+
dA−
]
sym
dA− −
∫
∂Ω
[ε¯kpxpnl]sym dA (3.33)
=
∫
∂Ω−
[
−JukKn−l + u+k (n−l + n+l dA+dA−
)]
sym
dA− −
∫
Ω
ε¯kldV (3.34)
=
∫
∂Ω
[
εMkpxpnl
]
sym dA+
∫
∂Ω−
[
(−εMkpx+p + u+k )
(
n−l + n
+
l
dA+
dA−
)]
sym
dA− − V0ε¯kl (3.35)
= V0(ε
M
kl − ε¯kl) +
∫
∂Ω−
[
(u+k − εMkpx+p )
(
n−l + n
+
l
dA+
dA−
)]
sym
dA−. (3.36)
Demnach wird Verzerrungsäquivalenz durch das Verschwinden des Integralterms in (3.36)
gewährleistet. Der konkrete Verschiebungsverlauf u+k stellt sich in Abhängigkeit von der
Materialverteilung im RVE ein, die keiner Einschränkung unterworfen werden soll. Daher
muss der zweite Klammerausdruck im Integranden verschwinden, sodass
− n−l dA− = n+l dA+ (3.37)
zu fordern ist.
a) b) c)
Abbildung 3.4: a) Ein Parallelogramm als gängige RVE-Form, die die Anwendung periodischer
RB erlaubt. b) Auch diese untypische Form erlaubt Zuordnungen χl, die Formel (3.37) genügen.
c) Obwohl der gesamte Rand durch Punktepaare mit −n−l = n+l abgedeckt werden kann, ist keine
Zuordnung gemäß Bedingung (3.37) möglich.
Mit Gleichung (3.37) besteht eine Einschränkung möglicher Punktpaarzuordnungen
(3.22). Anhand Abbildung 3.4 wird die Existenz entsprechender Zuordnungen für zweidi-
mensionale RVE-Formen diskutiert. Tatsächlich werden in [Glüge12; Glüge13] kugelförmi-
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ge RVEs genutzt. Demgegenüber werden im Rahmen dieser Arbeit konventionelle recht-
eckige RVEs in einem kantenparallen kartesischen Koordinatensystem mit Koordinaten
xk ∈
[
xmink , x
max
k
]
betrachtet. Für diese ist eine Zuordnung paarweise gegenüberliegender
Punkte
x+k = χk(x
−
k ) =
{
xmaxk ∀ x−k = xmink
x−k ∀ x−k 6= xmink
(3.38)
naheliegend, welche Gleichung (3.37) erfüllt und in Abbildung 3.5 skizziert ist.
x1
x2
∂Ω+1∂Ω
−
1
∂Ω+2
∂Ω−2
Abbildung 3.5: Schematische Darstellung periodischer Randbedingungen als Zwangsbedingungen
zwischen gegenüberliegenden Punktepaaren, die als verbundene Halbkreise gekennzeichnet sind.
Außerdem ist die Aufteilung der Oberfläche in Bereiche ∂Ω±i dargestellt.
Zusammenfassend bestehen PRB aus einer Zuordnung von Punktepaaren (3.22) und der
Vorgabe periodischer Verschiebungsfluktuationen gemäß (3.24) zwischen diesen Paaren. Da-
durch ergeben sich im Gleichgewicht antiperiodische Spannungsvektoren (3.28). Jene garan-
tieren zusammen mit der Periodizität der Verschiebung die Arbeitsäquivalenz (3.17) zwi-
schen Makro- und Mikroskala. Demgegenüber wird die Verzerrungsäquivalenz εMkl = 〈εkl〉
(3.13) nur gewährleistet bei Existenz paarweiser Oberflächenbeschreibungen mit entgegen-
gesetzten Normaleneinheitsvektoren und gleichen Flächendifferentialen (3.37). Obwohl die
Ergebnisse bei der Verwendung von PRB immer implizit als Grundlage genutzt werden, ist
dem Autor keine Literaturstelle bekannt, in der sie vollständig, widerspruchsfrei und in der
hier gegebenen Allgemeinheit nachgewiesen wurden. Der vorgestellten Beweisidee ähnliche
Ansätze finden sich in [Miehe02; Miehe03; Glüge12]. Dies gilt ebenfalls für die im Folgenden
besprochenen minimal kinematischen RB.
3.2.3 Integrale Verschiebung
Die integrale Verschiebungsvorgabe
εMlk =
1
V0
∫
∂Ω
ulnkdA (3.39)
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gewährleistet die Vorgabe der Makroverzerrung εMkl mit der minimal möglichen Anzahl an
Zwangsbedingungen. Daher rührt die Benennung als minimal kinematische Randbedingung-
en (MKRB) aus [Mesarovic05]. Die Verzerrungsäquivalenz (3.13) ist damit identisch erfüllt,
die Vernachlässigung der Symmetrisierung des Integranden entspricht wiederum der Wahl
der Starrkörperrotation des RVE. So verbleibt hier nur noch die Überprüfung der Arbeits-
äquivalenz. Diese erfolgt wiederum mithilfe eines Lagrange-Parameters λkl zur Einbindung
der Nebenbedingung in die virtuellen Arbeit
δL =
∫
Ω
δwdV − λklδglk = 0. (3.40)
Dabei beschreibt gkl wieder die Randbedingung in Nullform glk = 1/V0
∫
∂Ω
ulnkdA−εMlk = 0,
die ohne εMlk variiert wird. Analog zum Vorgehen im Falle der PRB ergibt sich
δL =
∫
∂Ω
σklδulnkdA− λkl
∫
∂Ω
δulnkdA =
∫
∂Ω
(σkl − λkl) δulnkdA = 0. (3.41)
Für beliebige Variationen δul muss
tl = σklnk = λklnk (3.42)
gelten und desweiteren wegen der Ortsunabhängigkeit des Lagrange-Parameters λkl
λklnk = σ¯klnk = t¯l. (3.43)
Aus tl = t¯l ergibt sich t˜l = 0, woraus die Erfüllung der Arbeitsäquivalenz (3.17) folgt.
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4 Charakterisierung einzelner
Verbundkomponenten
Wie einleitend erwähnt, sind die hier behandelten numerischen Methoden zur Berechnung
effektiver Materialeigenschaften nicht auf bestimmte Materialklassen beschränkt. Ein ent-
scheidender Punkt für die Anwendung dieser Methoden ist jedoch die Verfügbarkeit von
validen Materialmodellen. Diese umfassen die formelmäßige Abbildung des konstitutiven
Verhaltens, die numerische Umsetzung dieser Formeln und die Parametrisierung der so ent-
standenen Materialroutine. Insbesondere für den letzten Punkt ist die Auswahl mindestens
einer spezifischen Materialkombination notwendig, anhand welcher die notwendigen Expe-
rimente zur Identifizierung der Modellparameter durchgeführt werden können.
4.1 Einordnung der verwendeten Materialkombination
Im Rahmen dieser Arbeit wurden Experimente an Faser-Kunststoff-Verbunden (FKVs)
durchgeführt. In diesen kommen Fasern zur Verbesserung der Eigenschaften des Verbunds
gegenüber denen des reinen Kunststoffs zum Einsatz. Die Wahl einer faserförmigen Verstär-
kungsstruktur ermöglicht die Ausnutzung des Effekts, dass Fasern oftmals höhere Steifigkei-
ten und/oder Festigkeiten aufweisen als das selbe Grundmaterial in kompakter Form. Die
Erhöhung der Steifigkeit rührt beispielsweise von einer Ausrichtung kettenförmiger Grund-
bausteine wie Polymerketten oder Naturfasern her. Für amorphe Faserwerkstoffe, wie die
hier verwendeten Glasfasern, tritt dieser Effekt jedoch nicht auf. Bezüglich der Festigkeit ist
die Faserform im Verbundwerkstoff vorteilhaft, da sie die maximale Defektgröße im Verstär-
kungsmaterial auf den Faserdurchmesser reduziert. Häufig wird außerdem angeführt, dass
auch kleinere Defekte sich bei dünneren Fasern auf größere Abstände verteilen, sodass die
statistische Faserfestigkeit steigt. Obwohl dies für die Einzelfaser zutrifft, geht dieser Effekt
im Verbund verloren, da zum Ausfüllen einer konstanten Querschnittsfläche bei identischem
Faservolumengehalt mehr feine Fasern benötigt werden. Bei konstanter volumenspezifischer
Defekthäufigkeit heben sich beide Effekte auf. Eine Erhöhung der Verbundfestigkeit ist im-
mernoch durch eine rissstoppende Wirkung der Matrix an der Faseroberfläche möglich.
Die Festigkeitszunahme resultiert dann aber nicht aus einer verminderten Defekthäufig-
keit im Verbund, sondern einzig aus einer Vergrößerung der stabilisierenden Faser-Matrix-
Grenzfläche. Desweiteren existiert für reale Fasern häufig keine konstante volumenspezifische
Defekthäufigkeit sondern eine oberflächenaffine Fehlerpopulation und/oder eine Fehlstellen-
art die typischerweise im Faserinneren auftritt, siehe z. B. [Barnet76]. Überwiegt letztere, so
wird eine hohe Verbundfestigkeit tatsächlich durch eine Verkleinerung der Faserdurchmesser
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begünstigt, während bei Dominanz einer konstanten oberflächenspezifischen Defekthäufig-
keit der gegenteilige Effekt auftritt.
Obwohl die Fasern häufig deutlich bessere mechanische Eigenschaften als das Matrixma-
terial aufweisen, ist letzteres nötig um diese nutzbar zu machen – beispielsweise um über-
haupt ein zusammenhängendes Verbundmaterial zu erhalten oder um Belastungen beim
Versagen einer einzelnen Faser auf die umliegenden umzuleiten. Das Matrixmaterial Kunst-
stoff besteht aus Makromolekülen. In dieser Arbeit wird der Begriff Kunststoff synonym
mit Polymer verwendet, obwohl im engeren Sinne nach [Saechtling04] nur die technisch
synthetisierten – »künstlichen« – Polymere Kunststoffe sind, in Abgrenzung zu den bereits
vor diesen verwendeten Polymeren wie Kautschuk [Rubinstein03]. Typischerweise werden
Kunststoffe eingeteilt in Thermoplaste, Elastomere und Duroplaste. Häufig werden ther-
moplastische Elastomere als vierte Kategorie aufgeführt [Saechtling04; Menges02]. Das hier
verwendete Matrixmaterial Epoxidharz zählt zu den Duroplasten, den am stärksten vernetz-
ten Polymeren. Epoxidharze sind Polyether mit Epoxigruppen, zusätzlich kann eine Vielzahl
anderer aktiver Gruppen zur Polyaddition genutzt werden. Die Vernetzung des Harzes be-
ginnt durch die Zusammenführung mit einem Härter. Dieser fungiert als Reaktionsmittel,
nicht als Katalysator, weshalb er im richtigen Mischungsverhältnis zum Epoxidharz beige-
fügt werden muss. Als Harz und Härter wurden EPIKOTE™ Resin L 1100 und EPIKURE™
Curing Agent 294 verwendet. Im Folgenden wird auch der fertig vernetzte Matrixwerkstoff
als Epoxidharz bezeichnet.
Der ebenfalls verwendete Begriff Reinharz grenzt das unverstärkte Matrixmaterial vom
FKV ab. Typische in FKVs verwendete Verstärkungsfasern sind Naturfasern, Glasfasern,
hochpolymere Fasern und Kohlenstofffasern. Glasfasern bestehen hauptsächlich aus Silizi-
umoxid und werden in weitere Untergruppen eingeteilt. Der häufigst eingesetzte Typ sind
E-Glasfasern. Sie weisen mittlere mechanische Eigenschaften auf und sind vor allem wegen
ihres niedrigen Preises attraktiv. Auch die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Verstär-
kungsfasern sind E-Glasfasern. Zur Herstellung derselben werden zunächst Filamente ge-
sponnen, welche Durchmesser in µm-Bereich aufweisen. Meist werden diese direkt nach dem
Spinnprozess geschlichtet und anschließend zu Rovings zusammengefasst. Aus letzteren wird
dann die konkret gewünschte Verstärkungsstruktur als Gelege, Gewebe, Gestrick, Gewirk
etc. erstellt. Das Matrixmaterial kann in diesen schon eingefügt sein oder durch Injekti-
on, Laminieren etc. eingebracht werden. Abhängig von Faser- und Matrixmaterial kann auf
vielfältige Fertigungsverfahren zurückgegriffen werden, siehe [Saechtling04; Neitzel14]. Auf
Details derselben wird hier nicht weiter eingegangen. Unabhängig von diesen eignet sich der
FKV aufgrund seines hierarchischen Aufbaus gut als Beispiel für Betrachtungen zur Ho-
mogenisierung. Im Rahmen dieser Arbeit beziehen sich diese Betrachtungen meist auf die
Mikrostruktur. Ohne Verwechslungsgefahr mit Rovings können die Begriffe Filament und
Faser daher im Folgenden synonym verwendet werden.
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4.2.1 Experimentierprogramm
Die experimentelle Charakterisierung des Reinharzes ist Voraussetzung für die Auswertung
der Versuche an Einzelfaserproben in Abschnitt 5. Daher sind die signifikanten Phänomene
der dortigen Experimente zu erfassen und ihre Umgebungsbedingungen zu berücksichtigen.
Letztere wurden von den vorliegenden Einzelfaserfragmentierungstests (single fibre fragmen-
tation test – SFFT) diktiert, mit einer relativen Luftfeuchte von 85 % bei Raumtemperatur,
siehe Abschnitt 5.3.2. Damit verbunden war eine hinreichend lange Konditionierung der Pro-
ben in diesem Klima. Zur Ermittlung einer verlässlichen minimalen Lagerungsdauer, nach
der sich die Wasseraufnahme der Probe in guter Näherung auf Sättigungsniveau befindet,
wurde eine zusätzliche Untersuchung der Feuchteaufnahme des Epoxidharzes nötig, welche
im Anhang A dokumentiert ist. Aus dieser ergibt sich eine Mindestkonditionierungsdauer
von 33 d bis zum Erreichen von 90 % der Sättigungsfeuchte im Messbereich.
Für die Einzelfaserfragmentierungsversuche lag eine an die kleinen Probekörpertypen 1BA
und 1BB nach [DIN5272] angelehnte Probengeometrie vor, welche in Abbildung 4.1 abgebil-
det ist. In [DIN5272] wird darauf hingewiesen, dass an kleinen Prüfkörpern ermittelte Werte
nicht übertragbar auf die Typen 1A und 1B sind, was sinngemäß auch für andere Proben,
beispielsweise nach [DIN3167], gilt. Um eine bestmögliche Vergleichbarkeit der Ergebnisse
von Reinharz- und SFFT-Probekörpern zu gewährleisten und um zusätzlichen Aufwand bei
der Entwicklung weiterer Herstellungsmethoden zu vermeiden, wurden beide Probentypen
nach identischer Vorgehensweise in die selben Formen gegossen.
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Abbildung 4.1: Für Zugversuche an Reinharz und Einzelfaserfragmentierungsversuche (SFFT)
verwendete Probengeometrie.
Gemäß dem Vorgehen, welches für die Produktion der SFFT-Prüfkörper entwickelt wor-
den war, wurden die Proben einzeln in Negativformen aus Silikon gegossen. Die Herstellung
letzterer erfolgte durch Abformen von einer aus einem polierten Stahlblech geschnittenen
Positivform, deren Schnittflächen durch Funkenerosion geglättet wurden. Die so erhöhte
Oberflächenqualität reduziert auch frühzeitiges Versagen der Proben durch die Kerbwir-
kung der rauen Oberfläche. Ursprünglich war diese Methodik jedoch entwickelt worden, um
bestmögliche spannungsoptische Bilder aufnehmen zu können. Die Silikonformen wurden
mit einer eingetrennten Glasplatte abgedeckt und händisch unter Nutzung der Schwerkraft
mit dem sorgfältig gemischten und entgasten Harzgemisch befüllt. Weitere Details und Ab-
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bildungen zur Herstellungsmethodik finden sich in [Blobel10; Blobel13]. Entgegen der im
Datenblatt angegebenen Topfzeit von 500 min stand praktisch eine Verarbeitungsdauer von
etwa 60 min zur Verfügung. Nach etwa 2 d Kalthärtung waren die Proben fest und konn-
ten aus ihren Formen entnommen werden. Das Epoxidharz L 1100 weist dabei keine be-
merkbare chemische Schrumpfung auf. Vor der abschließenden Konditionierung wurden die
Prüfkörper nachgehärtet, wozu sie in 10 h auf 70 ◦C erwärmt, 20 h auf dieser Temperatur
belassen und wiederum 10 h bis zur Raumtemperatur abgekühlt wurden. Gemäß Daten-
blatt ist nach diesem Temperzyklus eine Glasübergangstemperatur von knapp über 80 ◦C
zu erwarten. Die Durchführung der Zugversuche erfolgte auf einer quasistatischen elektrome-
chanischen 10 kN-Prüfmaschine vom Typ Instron 5566, welche Traversengeschwindigkeiten
von 0,005 mm min−1 bis 500 mm min−1 erlaubt.
Zur Einordnung des Materialverhaltens in die Kategorisierung nach [Haupt02] ist ei-
nerseits zu klären, ob eine Geschwindigkeitsabhängigkeit vorliegt. Zu diesem Zweck ka-
men monotone Zugversuche bei verschiedenen Geschwindigkeiten zum Einsatz. Andererseits
muss ermittelt werden, ob die Gleichgewichtsrelation eine Hysterese aufweist. Zu diesem
Zweck wurden Relaxationsversuche durchgeführt. Ergebnisse dieser Versuche sind in Abbil-
dung 4.2 dargestellt. Untersucht wurden Traversengeschwindigkeiten von 0,002 mm min−1
bis 200 mm min−1. Dabei zeigte sich, dass ab 20 mm min−1 die benötigte Beschleunigung
nicht mehr zuverlässig eingehalten werden konnte, sodass im Diagramm des Traversenweges
s über der Zeit t deutliche Über- bzw. Unterschwinger beobachtet wurden. Darum fanden
nur die vier niedrigeren in Abbildung 4.2 a) dargestellten Geschwindigkeitsniveaus Verwen-
dung. Diese offenbaren eine klare Geschwindigkeitsabhängigkeit des Materialverhaltens.
Die Relaxationsversuche wurden mit einer Wegrampe von 10 mm min−1 angefahren, um
dem idealen Dehnungsssprung im Rahmen der Möglichkeiten der Prüfmaschine möglichst
nahe zu kommen. Mit Erreichen einer Traversenverschiebung von 0,645 mm wurde der Tra-
versenweg in Vorversuchen über eine Woche lang konstant gehalten. Trotz derart langer
Versuchsdauern konnte kein Punkt der Gleichgewichtsrelation bestimmt werden, da sich
kein konstantes Kraftniveau einstellte. In Ermangelung einer Klimakammer konnte auch
die Temperatur-Zeit-Analogie nicht genutzt werden, um bei höheren Temperaturen eine
Verkürzung der nötigen Versuchsdauern zu erzielen und mittels einer Masterkurve auf das
Verhalten bei Raumtemperatur zu schließen. Da derartig lange Experimente nicht tragbar
sind, wurde stattdessen zur Begrenzung der benötigten Maschinenstunden eine Haltezeit
von mindestens 2 d gewählt. Damit ist sichergestellt, dass das Materialmodell für die spä-
teren Anwendungen korrekt parametrisiert werden kann und die Langzeiteffekte in allen
Simulationen, deren Zeitspannen deutlich unter 2 d liegen, korrekt beschrieben werden.
Ein auf die Oberflächen der Zugproben aufgebrachtes stochastisches Muster wurde wäh-
rend der Experimente gefilmt, um mittels digitaler Bildkorrelation (DIC) die Oberflächen-
dehnungen bestimmen zu können. Gemäß dieser liegt bis zumMaximum der Kraft F in guter
Näherung ein homogener Zustand im Messbereich vor. Demnach kann zur Umrechnung des
Traversenweges auf die Längsdehnung εlongitudinal im Messbereich eine Normierungslänge von
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Abbildung 4.2: a) Kraft-Weg-Kurven aus monotonen Zugversuchen bei unterschiedlichen Ge-
schwindigkeiten der Maschinentraverse, b) Kraft-Zeit-Verlauf zweier Relaxationsversuche.
35 mm verwendet werden, siehe Abbildung 4.3 a). Außerdem kann die Poissonzahl
ν = − εlateral
εlongitudinal
(4.1)
bestimmt werden. Sie schwankte zu Beginn eines Versuches stark aufgrund der geringen
absoluten Dehnungswerte und der dadurch großen Auswirkung der Messunsicherheit der
Längsdehnung εlongitudinal im Nenner. Da die Messwerte der Dehnungen ε je Facette eines
Rasters auf der Probenoberfläche vorliegen, ist außerdem die Art der Mittelung von Einfluss
auf das Ergebnis. Eine Facette bezeichnet dabei ein Feld der schachbrettartigen Zerlegung
der Probenoberfläche. Hier wurden drei Methoden der Mittelung untersucht: erstens die
facettenweise Berechnung von ν und anschließender Mittelung über alle Facetten, zweitens
die Berechnung von ν aus den über einen Probenquerschnitt gemittelten Dehnungen und
anschließender Mittelung über alle Querschnitte sowie drittens die Ermittlung von ν aus
Durchschnittsdehnungen des gesamten Messbereiches. Generell stellt sich mit zunehmender
Versuchsdauer ein Niveau mit geringen Schwankungen ein, jedoch treten zwischen einzelnen
Proben mitunter größere Abweichungen auf, siehe Abbildung 4.3 b). Es wird daher im
Folgenden das insgesamt beobachtete durchschnittliche Niveau von ν ≈ 0,4 verwendet.
4.2.2 Modellierung des vorkritischen Materialverhaltens
Im Hinblick auf die später durchgeführten Experimente an Einzelfaserverbunden ist das
vorkritsche Verhalten des Matrixmaterials von Interesse, also der Verlauf bis zum Kraftma-
ximum in Abbildung 4.2 a). Die danach einsetzende Entfestigung wird hier ausgeklammert.
Der Einsatz eines solchen vereinfachten Materialmodelles ist gerechtfertigt, da in den in
Abschnitt 5 durchgeführten Pulloutversuchen und SFFTs keine signifikanten Entfestigungs-
effekte beobachtet wurden.
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Abbildung 4.3: Detaillierte Ergebnisse am Beispiel der beiden Zugversuche aus Abbildung 4.2 a)
bei der in Abschnitt 5.3.2 verwendeten »Referenzgeschwindigkeit« von 0,02 mm min−1: a) Längs-
dehnung gemäß Traversenweg und Normierungslänge sowie gemäß der durchschnittlich per DIC
gemessenen Dehnung über der Versuchsdauer, b) Querkontraktionszahlen berechnet für einzelne
Facetten, Querschnitte sowie den gesamten Messbereich und ggf. anschließender Mittelung über
den Messbereich.
Qualitative Einordnung
Wie aus dem Vergleich der Abbildungen 4.2 a) und 4.3 a) hervorgeht, besteht bis zum
Kraftmaximum bei s ≈ 1 mm in guter Näherung ein homogener Verzerrungszustand. Mit
einer Längsdehnung von ε < 0,03 kann außerdem von kleinen Verzerrungen ausgegangen
werden, sodass keine Unterscheidung zwischen der wahren Spannung und der Nenn- bzw.
ersten Piola-Kirchhoff-Spannung vorzunehmen ist. Demnach kann die Spannung σ di-
rekt aus der Kraft und der undeformierten Querschnittsfläche berechnet werden, sodass die
vorkritischen Spannungs-Verzerrungs-Kurven einer Skalierung der Plots in Abbildung 4.2
entsprechen. Da die Maschinendaten genauer als die gemessenen Oberflächendehnungen
sind, stellt diese Datenreduktion nicht nur eine Vereinfachung, sondern auch eine qualita-
tive Verbesserung der Messung dar. Zusätzlich ermöglicht die Prüfmaschine auch höhere
Messraten, was zu Beginn des Relaxationsversuchs von Belang ist.
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Abbildung 4.4: a) Maxwell-Element bzw. b) Kelvin-Voigt-Element sind die einfachstmög-
lichen rheologischen Schaltungen für Viskoelastizität in Form der Parallel- bzw. Reihenschaltung
von Elastizität und Viskosität.
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Das Vorliegen eines homogenen einachsigen Spannungszustandes erlaubt einen ersten
Schritt in Richtung einer phänomenologischen Modellbildung durch den Vergleich mit ele-
mentaren Schaltelementen. Abbildung 4.4 zeigt das Maxwell- und das Kelvin-Voigt-
Element. Als reine Reihen- bzw. Parallelschaltung von Steifigkeiten E und Viskositäten η
werden sie in [Sedlan00] auch als »Grundmodelle linearer Viskoelastizität« bezeichnet. Ih-
re Reaktionen auf eine Dehnungsrampe der Dehnrate ε˙0 mit anschließender Haltezeit auf
Dehnungsniveau ε0 = ε˙0t0 gemäß
ε(t) =
{
ε˙0t ∀ 0 ≤ t ≤ t0
ε0 ∀ t0 < t
, (4.2)
enthält die Spannungsantwort sowohl für den monotonen Zugversuch, wie für den Relaxati-
onsversuch. Im Folgenden wird die Zeitkonstante τ = η/E desMaxwell-Elements genutzt.
Die Spannungsantwort des Maxwell-Elements lautet dann
σ(t) =

σ0(t) ∀ 0 ≤ t ≤ t0
σ0(t0) exp
(
−t− t0
τ
)
∀ t0 < t
(4.3)
mit
σ0(t) = ε˙0Eτ
[
1− exp
(
− t
τ
)]
. (4.4)
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Abbildung 4.5: Qualitative Spannungsverläufe bei monotonen Zugversuchen verschiedener Ge-
schwindigkeiten für a) das Maxwell-Element und b) das Kelvin-Voigt-Element sowie die Ver-
läufe im Relaxationsversuch für c) das Maxwell-Element und d) das Kelvin-Voigt-Element.
Der Darstellung liegen Parameter 0,1εA = εB = 10εC, τMaxwell = 1000 s, ηKelvin-Voigt/E = 10 s,
ε˙0 = 0,001 s
−1 im Zugversuch und ε˙0 = 1 s−1 im Relaxationsversuch zugrunde.
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Für das Kelvin-Voigt-Element beträgt die Spannung
σ(t) =
{
Eε˙0t+ ηε˙0 ∀ 0 ≤ t ≤ t0
Eε0 ∀ t0 < t
. (4.5)
Beide Spannungsverläufe sind in Abbildung 4.5 für repräsentative Fälle dargestellt. Augen-
scheinlich weisen das Maxwell-Element und die experimentellen Daten in Abbildung 4.2
qualitativ ähnliche Verläufe auf, während das Kelvin-Voigt-Element zur Modellierung des
vorliegenden Materials ungeeignet ist.
Etwa 90 % der Spannungsrelaxation des Maxwell-Elements entfallen zeitlich auf die
zwei Dekaden (t− t0) ∈ [0,1τ ; 10τ ] und etwa 99 % auf das Zeitinterval (t− t0) ∈ [0,01τ ; 10τ ].
Demgegenüber erstreckt sich der Abfall im Experiment recht gleichmäßig über mehr als
vier Dekaden in der Zeit, siehe Abbildung 4.2. Eine verlängerte Relaxation kann durch
ein fraktional viskoelastisches Maxwell-Element, siehe [Koeller84], oder ein mehrstufiges
Maxwell-Element erzielt werden. Hier wird die letztere Strategie verfolgt, die anschaulich
durch die rheologische Parallelschaltung von einzelnen Maxwell-Elementen wie in Abbil-
dung 4.6 dargestellt wird. Die Superposition der Spannungen iσ der Einzelstufen erlaubt
eine beliebige Verlängerung des Relaxationsverlaufes.
ε
1σ1σ
1E 1η
nσnσ
nE nη
iσiσ
iE iη
σ σ
Abbildung 4.6: Parallelschaltung mehrerer Maxwell-Elemente zu einem n-stufigen Maxwell-
Element.
Um keinen treppenförmigen Spannungsabfall zu erhalten, muss der Abfall der Stufen in-
einander greifen, d.h. die Zeitkonstanten iτ =
iη
iE
der einzelnen Stufen dürfen nicht zu weit
auseinanderliegen. Demgegenüber steigt bei Wahl einer übertrieben dichten Staffelung der iτ
der Berechnungsaufwand für das Modell durch unnötig viele Stufen an. Ein typischer Kom-
promiss ist die Vergabe eines Einzelelementes je Dekade, also eine Spreizung i+1τ = 10iτ .
Um das experimentelle Resultat in seiner ganzen Bandbreite wiedergeben zu können, ist ein
Überstreichen der gesamten gemessenen Relaxationsdauer nötig. Im vorliegenden Fall reicht
diese von Zeiten um 101 s bis etwa 106 s. Die am Ende des Versuches verbleibenden Spannun-
gen können einem zusätzlichen Modellbestandteil mit Gleichgewichtsrelation oder weiteren
Maxwell-Stufen bis nτ  106 zugeordnet werden. Anhand der vorliegenden Daten kann
keine eindeutige Entscheidung für eine der beiden Optionen getroffen werden, da beide Mo-
dellierungsstrategien innerhalb der im Relaxationsversuch gemessenen Zeiträume das gleiche
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Verhalten abbilden. Im Sinne einer möglichst einfachen Modellierung wird hier keine Erwei-
terung um einen zusätzlichen Gleichgewichtsanteil eingeführt. Stattdessen werden n = 8
Maxwell-Stufen verwendet. Diese können automatisiert mit dem unten diskutierten Fens-
terverfahren [Emri93] an die Daten des Relaxationsversuches angefittet werden. Dadurch
erklärt sich die hervorragende Modellierung desselben in Abbildung 4.7 b), während die
Zugversuche in a) weniger gut abbildbar sind. Die gewonnenen Relaxationsstärken sind in
Tabelle 4.1 angegeben.
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Abbildung 4.7: Darstellung der experimentell ermittelten Spannungs-Verzerrungsverläufe durch
ein achtstufiges linear viskoelastischeMaxwell-Modell. a) Die Wiedergabequalität der monotonen
Zugversuche ist beschränkt. b) Der Relaxationsversuch kann beinahe exakt wiedergegeben werden.
Durchgezogene Linien kennzeichnen Modellantworten, Kreise experimentelle Ergebnisse.
Tabelle 4.1: Relaxationsspektrum linearer Viskoelastizität für das bei 85 % relativer Luftfeuchte
konditionierte L 1100.
iτ/s 1e1 1e2 1e3 1e4 1e5 1e6 1e7 1e8
iE/MPa 157 155 240 495 661 251 180 475
Verallgemeinertes Maxwell-Modell
Eine Generalisierung des mehrstufigen Maxwell-Modells ist in [Obst08; Kästner09; Käst-
ner12] beschriebenen und in Abbildung 4.8 dargestellt. Das Modell enthält einen nichtline-
ar elastischen und einen endochron plastischen Anteil sowie mehrere Maxwell-Elemente
in Parallelschaltung. Die beiden erstgenannten grau dargestellten Anteile beschreiben die
Gleichgewichtsrelation. Diese wurde in [Obst08; Kästner09] durch Treppenstufenversuche
mit einer Haltezeit von ebenfalls 2 d parametrisiert. Für die dort verwendeten Polypropylen-
Proben wurden in [Obst08] außerdem Langzeitmessungen der ausgespannten Probekörper
über knapp vier Monate durchgeführt. Diese offenbarten keine messbaren verbleibenden
Dehnungen, also auch keinen plastischen Modellanteil, bei Betrachtung hinreichend lan-
ger Zeiträume. Dies passt zu der für das hier vorliegende Epoxidharz verfolgten Strategie,
nicht eindeutig parametrisierbare Modellbestandteile wegzulassen. Da derartige Ausspann-
versuche hier nicht durchgeführt wurden, betrifft dies wie oben diskutiert den gesamten
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Abbildung 4.8: Rheologische Schaltung des Materialmodells nach [Kästner09].
Gleichgewichtsanteil. Die in Abbildung 4.8 grau dargestellten Modellanteile finden daher im
Folgenden keine Verwendung. Die Koordinaten der Gesamtspannung setzen sich demnach
gemäß
σkl = σ
ov
kl =
n∑
i=1
iσovkl =
n∑
i=1
(
isovkl +
1
3
δkl
iσovpp
)
(4.6)
nur aus Überspannungen iσovkl zusammen, welche in Deviator- und Kugelanteile isovkl und iσovpp
aufgeteilt werden können. Diese Aufteilung ist ein typischer Weg zur Verallgemeinerung des
einachsigen Modells auf drei Raumdimensionen. Für den Deviator- und den Kugelanteil
wird analog zum einachsigen Fall das Differentialgleichungssystem
is˙ovkl +
2iG
iη∗G
isovkl = 2
iGe˙kl (4.7)
iσ˙ovpp +
3iK
iη∗K
iσovpp = 3
iKε˙pp (4.8)
gefordert. Dies ist gerechtfertigt durch die im Rahmen der Messbarkeit über alleMaxwell-
Stufen hinweg als konstant annehmbare Poissonzahl ν. Alternativ wird die viskose Dehnung
von Polymeren gelegentlich als isochor beschrieben und modelliert [Kaliske97]. Für das be-
obachtete kompressible Materialverhalten müsste dann ein elastischer Gleichgewichtsanteil
berücksichtigt werden, der anhand einer über die Experimentdauer veränderlichen Querkon-
traktion bestimmt werden könnte. Für eine belastbare Parametrisierung wäre allerdings eine
verbesserte Messung der Querkontraktionszahl nötig. Stattdessen werden hier der Schubmo-
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dul iG, der Kompressionsmodul iK und die zugehörigen Viskositäten iη∗G, iη∗K anhand von
iG =
iE
2(1 + ν)
, iη∗G =
iη∗
(1 + ν)
(4.9)
iK =
iE
3(1− 2ν) ,
iη∗K =
iη∗
(1− 2ν) (4.10)
mit der Steifigkeit iE – auch als Relaxationsstärke bezeichnet – und der Viskosität iη∗ je
Stufe verknüpft, wobei die nach Messungen in Abschnitt 4.2.1 über alle Stufen konstan-
te Poissonzahl ν Verwendung findet. Mit konstanten Viskositäten iη∗ erhält man lineare
Differentialgleichungen und damit eine mehrachsige Form linearer Viskoelastizität. Demge-
genüber wurde in [Kästner09] eine nichtlineare Erweiterung
iη∗ = iη exp
(
−|σ
ov|k0
s0
)
(4.11)
mit |σov| = √σovkl σovkl eingeführt. Die Viskositäten iη sind dabei Materialkonstanten, welche
in Abhängigkeit der Überspannungsnorm |σov| abgeschwächt werden. Die Modellierung ent-
spricht damit der Empfehlung in [Menges02], wonach eine spannungsabhängige Viskosität
einer dehnungsabhängigen vorzuziehen ist. Mit den Modellparametern k0 und s0 ist der Ab-
fall der Viskosität steuerbar. Während typische Relaxationsverläufe, wie oben gezeigt, mit
einer ausreichenden Spanne von Maxwell-Stufen auch im Rahmen linearer Viskoelastizi-
tät beinahe exakt abbildbar sind, ist die Wiedergabequalität von monotonen Zugversuchen
stark eingeschränkt, da nach Anpassung des Relaxationsverlaufes keine Flexibilität mehr
in der Anpassung des Spannungs-Dehnungs-Verlaufes im Zugversuch besteht. Durch die
zusätzlichen freien Parameter k0 und s0 des nichtlinearen Modells wird diese Flexibilität
wiedergewonnen und ein stärker degressiver Verlauf als im linearen Modell ermöglicht. Mit
steigendem k0 fällt die Modellantwort stärker degressiv aus, wachsende Parameter s0 senken
den Effekt bis hin zum linearen Modells ab. Bei gleichzeitiger Erhöhung von k0 und s0 setzt
die Degressivität später, dann aber stärker, ein. Anhand dieses Verhaltens ist eine manuelle
Anpassung der beiden Parameter gut möglich.
Eine Veränderung von k0 und s0 beeinflusst auch die Modellantwort im Relaxationsver-
such, da die Relaxationszeiten iτ ∗ gegenüber denen des linearen Modells gemäß
iτ ∗ =
iη∗
iE
=
iη
iE
exp
(
−|σ
ov|k0
s0
)
= iτ exp
(
−|σ
ov|k0
s0
)
(4.12)
zunehmen. Daher ist nach einer Modifikation von k0 und s0 eine Neuanpassung der Re-
laxationsstärken iE nötig. Die Automatisierung dieses Arbeitsschrittes wird im folgenden
Abschnitt behandelt.
Das verallgemeinerte Maxwell-Modell wurde zur Verwendung in Abschnitt 5.3 in MSC
Marc Mentat 2010 unter Nutzung der vorgesehenen Schnittstelle als nutzerspezifische Ma-
terialroutine implementiert. Für das Spannungsupdate ist ein nichtlineares Gleichungssys-
tem zu lösen. Die Konvergenz der Lösung konnte durch die Einführung einer zusätzlichen
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internen Inkrementierung des globalen Zeitschrittes verbessert werden. Die Verifizierung
der Implementierung anhand von Einelementrechnungen erfolgte im linear viskoelastischen
Grenzfall mithilfe verschiedener analytischer Lösungen. Im nichtlinearen Fall kamen außer-
dem numerisch bereitgestellte Vergleichslösungen zum Einsatz. Es wurden jeweils Zug und
Schub unter Weg- und Kraftsteuerung in verschiedenen Belastungsrichtungen getestet.
Parametrisierung
Ein Überblick zur Identifikation viskoelastischer Spektren findet sich in [Gerlach05]. Neben
der Referenzierung zahlreicher Verfahren, werden vier Verfahren am Beispiel statischen Krie-
chens verglichen, darunter auch das Fensterverfahren aus [Emri93]. Nachdem dieses auch
in [Kästner09] ausführlich für den linear viskoelastischen Fall diskutiert und erfolgreich an-
gewendet wurde, soll es hier verallgemeinert werden, um eine automatisierte Identifikation
auch für den vorliegenden nichtlinear viskoelastischen Fall zu ermöglichen.
Da das beschriebene Materialmodell nur Überspannungsanteile enthält, wird im Folgen-
den für eine übersichtlichere Schreibweise der Index »ov« der Spannungen σov weggelassen.
Ausgangspunkt der Entwicklung soll hier eine Rekapitulation der dem Fensterverfahren für
den linear viskoelastischen Fall zugrunde liegenden Idee sein. Diese basiert auf der Analyse
des Spannungsabfalls im Relaxationsversuch nach (4.4). Wie oben diskutiert, findet dieser
in einem von der Relaxationszeit iτ abhängigen Zeitfenster statt. Zu Zeitpunkten, zu denen
alle bis auf die letzte Maxwell-Stufe näherungsweise ausrelaxiert sind, ist demnach die
Bestimmung der zur letzten Stufe n gehörige Steifigkeit nE entkoppelt von allen anderen iE
möglich. Danach kann zu einem Zeitpunkt kt, an dem alle außer den letzten beiden Stufen
relaxiert sind, n−1E bei bekanntem nE berechnet werden usw. Die Spannung zur Zeit kt
wird also angenähert durch
σ(kt) =
k−1∑
i=1
iσ0 exp
(
−
it− t0
iτ
)
︸ ︷︷ ︸
≈0
+kσ0 exp
(
−
kt− t0
kτ
)
+
n∑
i=k+1
iσ0 exp
(
−
it− t0
iτ
)
. (4.13)
Mit
kσ0 = ε˙0
kEkτ
[
1− exp
(
− t0
kτ
)]
(4.14)
ergibt sich
kE ≈
exp
(
kt−t0
kτ
)
ε0kτ
[
1− exp (− t0kτ )]
(
σ(kt)−
n∑
i=k+1
iσ0 exp
(
−
it− t0
iτ
))
. (4.15)
Um diese Formel zur Bestimmung von kE anwenden zu können, müssen noch zulässige
Zeitpunkte kt spezifiziert werden. In [Emri93] wird ein Fenster kt ∈ [ktu; kto] vorgeschlagen,
in dem die betragsmäßige Ableitung der normierten Zeitabhängigkeit der Spannung nach
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der logarithmierten Zeit
Dtran = −
d exp
(
t−t0
kτ
)
d log10 t
= ln 10
t
kτ
exp
(
−t− t0
kτ
)
(4.16)
für die Stufe k größer ist, als für die Nachbarstufen. Es ergibt sich das Fenster
ktu = t0 +
kτ k−1τ
kτ − k−1τ ln
(
kτ
k−1τ
)
, (4.17a)
kto = t0 +
kτ k+1τ
kτ − k+1τ ln
(
kτ
k+1τ
)
. (4.17b)
Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass die Bestimmung von ktu, kto anhand der normierten
Zeitabhängigkeit nicht das Zeitfenster identifiziert, in dem der Spannungsabfall des Elements
k größer ist, als der seiner Nachbarn. Dazu müsste Dtran mit kσ0 multipliziert werden,
womit das Zeitfenster auch von den Relaxationsstärken k−1E, kE, k+1E abhinge. Gemäß
der oben beschriebenen Vorgehensweise steht die Steifigkeit k−1E aber zum Zeitpunkt der
Berechnung von kE noch nicht zur Verfügung. Des Weiteren ist die Näherung in (4.13) eine
recht grobe, da das Zeitfenster in der Regel nicht gewährleisten kann, dass das vorhergehende
Maxwell-Element auf Spannungen hinreichend nahe an Null relaxiert ist – eine Spreizung
von i+1τ = 100iτ würde dies beispielsweise sichern. Nichtsdestotrotz kann Gleichung (4.15)
auch ohne besagte Näherung aufgestellt werden. Die Formel
kE =
exp
(
kt−t0
kτ
)
ε0kτ
[
1− exp (− t0kτ )]
(
σ(kt)−
k−1∑
i=1
iσ0(
iE ′) exp
(
−
it− t0
iτ
)
−
n∑
i=k+1
iσ0(
iE) exp
(
−
it− t0
iτ
))
(4.18)
ist exakt, allerdings treten Abhängigkeiten von allen Relaxationsstärken iE auf, einschließ-
lich derer mit i < k. Die Relaxationsstärken können daher nur noch iterativ bestimmt
werden, wobei sich der neue Wert kE aus Werten der vorigen Iteration iE ′ ∀ i < k und der
aktuellen Iteration iE ∀ i > k zusammensetzt.
Für das nichtlinear viskoelastische Modell kommt es zu einer Verlängerung der Relaxa-
tionszeiten iτ ∗ gegenüber iτ . Zum einen führt das dazu, dass die Spannungsrelaxationen
der Einzelstufen stärker ineinandergreifen, wodurch die Abhängigkeit der Relaxationsstär-
ken untereinander stärker als im linearen Fall gemäß Formel (4.18) wird und eine höhere
Zahl an benötigten Iterationen zu erwarten ist. Zum anderen sind die Zeitfenster gemäß
Gleichungen (4.17) nicht mehr zielführend. Das Zeitfenster, in dem eine Maxwell-Stufe
aktiv ist, hängt nun stark von allen Relaxationsstärken iE ab, sodass die Fenster nach je-
der Iteration neu berechnet werden müssen. Es stellte sich heraus, dass die Definition des
Zeitfensters entscheidenen Einfluss auf die Konvergenzeigenschaften des Algorithmus hat.
Daher wurden drei Methoden untersucht. Erstens wurden die Zeitfenster so definiert, dass
der Spannungsabfall der zu identifzierenden Stufe größer als der der Nachbarstufen sei.
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Abbildung 4.9: Ergebnis des Fensterverfahrens für nichtlineare Viskoelastizität mit Gesamtspan-
nung und Spannung der einzelnenMaxwell-Elemente. Für letztere ist jeweils das finale Zeitfenster
zu ihrer Identifikation markiert. Die Ordinaten aller Subplots sind maßstabsgetreu, Stufe 5 und 6
liefern die mit Abstand größten Beiträge zur Gesamtspannung.
In einer zweiten Variante wurde für die untere Grenze gefordert, dass das vorhergehende
Element unter einen bestimmten Prozentsatz seiner während der Relaxation maximal er-
reichten Spannung abgefallen sein solle. Entsprechend definierte der Abfall des Elementes
selbst unter diesen Anteil seiner Maximalspannung die Obergrenze. Drittens wurden Zeit-
fenster verwendet, in denen die Spannung der zu identifizierenden Stufe innerhalb eines
bestimmten Ausschnittes seiner Maximalspannung liegt. Letztere Methode stellte sich für
die untersuchten Fälle als die zuverlässigste und am schnellsten konvergierende heraus. Von
den untersuchten Verfahren ist es das einzige, welches ein Überlappen der Zeitfenster zu-
lässt. Das ist insofern plausibel, als dass die Spannungsrelaxation für das nichtlineare Modell
nicht mehr in näherungsweise entkoppelten Zeitfenstern stattfindet, sodass überschneidende
Fenster dem Modellverhalten Rechnung tragen. Gute Ergebnisse wurden mit einem Fenster
zwischen 95 % und 40 % der Maximalspannung erzielt. Obwohl die untere Grenze damit
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einen großen Teil des Spannungsabfalls ausklammert, ist die Überlappung der Fenster in
Abbildung 4.9 zu erkennen. Innerhalb eines Fensters kann die Berechnung der Relaxations-
stärke im nichtlinearen Fall nicht mehr mit Gleichung (4.18) erfolgen. Stattdessen wurde
das jeweils aktuelle kE durch die Minimierung der quadratischen Abweichung zwischen al-
len experimentellen Messpunkten im Fenster und der Materialantwort ermittelt. Dabei fand
die Berechnung der Materialantwort immer anhand des tatsächlich gefahrenen Wegsignals
statt, um beispielsweise ein verbleibendes Überschwingen des Traversenweges auch in der
Modellantwort zu erfassen.
Abbildung 4.10 zeigt die Verbesserung des Fits der monotonen Zugversuche durch die
spannungsabhängige Viskosität, während für die Relaxationsversuche ohnehin kaum mehr
Verbesserungspotential bestand. Aufgrund der Verlängerung der Relaxationszeiten iτ ∗ sind
für das nichtlineare Modell sieben Stufen ausreichend, die identifizierten Parameter enthält
Tabelle 4.2. Der Wert 1E = 5 MPa mit 1τ = 10 s liegt am Rande des identifizierbaren
Spektrums. Für den linearen Fall erklärt sich dies anhand von Gleichung (4.14), wegen
iσ0 → 0 für t0/iτ → ∞. Für den realen Relaxationsversuch mit t0 6= 0 baut sich demnach
für kleine Zeitkonstanten iτ keine signifikante Spannung während der Wegrampe auf. Der
Effekt verstärkt sich im nichtlinearen Fall, da aufgrund der Kopplung der Stufen anhand
der Gesamtspannung ein Spannungsabfall der Stufen kleiner Zeitkonstanten schon vor der
Haltezeit auftreten kann. Das betrifft beispielsweise die Spannungen 1σ und 2σ der beiden
Elemente mit den kleinsten Zeitkonstanten in Abbildung 4.9. Die Identifizierung kurzzeitiger
Relaxationsstärken bleibt demnach seitens der Prüfmaschine beschränkt durch die mögliche
Dehnrate bzw. ihre zeitliche Änderung im Bereich des Übergangs von der Wegrampe zur
Haltephase. Auch durch eine Hinzunahme von Zugversuchen wie in [Kästner09] verbesser-
te sich die Parametrisierung im Bereich kurzer Relaxationszeiten nicht. Erwartungsgemäß
wurden diese Modellanteile in Zugversuchen bis 2 mm min−1 nicht besser angesprochen als
im Relaxationsversuch mit Wegrampe von 10 mm min−1. Schließlich muss die Zeitauflösung
der Messwerte ausreichend sein, um den anfänglichen schnellen Spannungsabfall aufzuneh-
men [Kästner09]. Dies wurde bei der Versuchsplanung berücksichtigt und stellt aufgrund
der hohen möglichen Messrate der Zugprüfmaschine hier keine weitere Einschränkung dar.
Tabelle 4.2: Zeitkonstanten iτ und Relaxationsstärken iE für das siebenstufige nichtlineareMax-
well-Modell mit s0 = 2,5, k0 = 3500 MPa.
iτ/s 1e1 1e2 1e3 1e4 1e5 1e6 1e7
iE/MPa 5 53 151 158 888 1151 231
Ungeachtet der polymerphysikalischen Ursachen sollte das parametrisierte phänomeno-
logische Modell nun in der Lage sein, das Materialverhalten im experimentell erfassten
Rahmen abzubilden. Zur Validierung des Materialmodells wurden Treppenstufenversuche
mit Stufen von 0,215 mm, Belastungsgeschwindigkeit von 0,2 mm min−1 und Haltezeiten von
50 min nachgerechnet. Wie in Abbildung 4.11 gezeigt, ist die aus dem Traversenweg ermittel-
te Dehnung nicht identisch mit der durch DIC gemessenen, weshalb der Versuch mit beiden
Dehnungsverläufen simuliert wurde. Eine deutliche Abweichung tritt am Ende der zweiten
Aufwärtstreppe auf. Aufgrund zunehmender Nichtlinearität ist die Ermittlung der Deh-
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Abbildung 4.10: Abbildung der experimentell ermittelten Spannungs-Verzerrungsverläufe durch
ein siebenstufiges nichtlinear viskoelastisches Maxwell-Modell. a) Die Wiedergabequalität der
monotonen Zugversuche ist deutlich verbessert gegenüber Abbildung 4.7 a). b) Anhand des Rela-
xationsverhalten ist kein Unterschied zu Abbildung 4.7 b) zu erkennen.
nung durch Normierung des Traversenwegs ab diesem Punkt nicht mehr korrekt. Während
dies durch die Oberflächendehnungsmessung erfasst wird, kann selbige aufgrund zu geringer
Messraten das Unterschwingen des Wegsignals in Abbildung 4.11 auf den Abwärtsrampen
nicht aufnehmen. Für die im Folgenden zu berechnenden Pullouts und SFFTs, welche keine
wiederholten Be- und Entlastungen aufweisen, wird die in Abbildung 4.12 dargestellte Ab-
bildungsqualität des Modells als ausreichend erachtet. Für die Abweichungen – insbesondere
nach 15 000 s – kann beispielsweise das Fehlen von Plastizität oder Zug-Druck-Unsymmetrie
im Modell verantwortlich sein, was für die betrachteten Einzelfaserexperimente aber nicht
als kritisch angesehen wird.
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Abbildung 4.11: Bestimmung des Dehnungsverlaufs im Treppenstufenversuch anhand des Ma-
schinenwegs und der Oberflächenmessung (DIC).
4.3 Fasermaterial
Glasfasern verhalten sich in guter Näherung bis zum Bruch linear elastisch und das Bruchver-
halten ist spröde. Demnach werden für eine Charakterisierung der Filamente ihre Steifigkeit
und Festigkeitsverteilung benötigt. Typische Experimente zur Gewinnung dieser Kennwerte
sind der Faserbündelzugversuch, der Einzelfaserzugversuch und der Einzelfaserfragmentie-
rungstest.
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Abbildung 4.12: Validierung des nichtlinear viskoelastischen Materialmodells anhand des Trep-
penstufenversuchs. Die Spannungsantwort wurde mit beiden Dehnungsgeschichten aus Abbil-
dung 4.11 ermittelt.
Zur Auswertung des Faserbündelzugversuches sind Annahmen über die Lastverteilung
zwischen den einzelnen Filamenten eines Bündels nötig. Beispielsweise wird in [Andersons02]
die Annahme verwendet, dass beim Bruch eines Filamentes die noch intakten Filamente die
Zugkraft übernehmen. Als Bündel ist die Verwendung eines (Teils eines) Rovings nahelie-
gend. Für kommerziell erhältliche Rovings, welche in aller Regel mit einer Schlichte imprä-
gniert sind, welche eine Stützwirkung ausübt, wäre diese Annahme kritisch zu untersuchen.
Hier werden solche Betrachtungen der Stützwirkung nicht durchgeführt, da auf Messungen
an einzelnen Filamenten zurückgegriffen werden kann.
Die Durchführung der Einzelfaserzugversuche erfolgte am Leibniz-Institut für Polymerfor-
schung (IPF) mit dem Messsystem Textechno FAVIGRAPH. Dabei werden Filamente aus
einem Roving vereinzelt, mit einem definierten Massestück vorgespannt und in die Prüfma-
schine eingehängt. Zunächst wird die Feinheit je Filament gemessen. Die Feinheit ρLinie ist
die Masse pro Längeneinheit und steht zur Dichte ρ und dem Radius R in der Beziehung
ρLinie = piρR
2. (4.19)
Für die Zugprüfung wird das Filament automatisch von zwei Klemmenpaaren gegriffen und
mit einer definierten Geschwindigkeit bis zum Bruch gezogen. Dabei werden die Kraft und
die Verschiebung aufgezeichnet. Die Faserfestigkeit ergibt sich aus der Bruchkraft und dem
Radius gemäß der Feinheit. Der Einzelfaserzugversuch ist in [DIN5079] genormt. Da in der
Norm jedoch nur die Auswertung der mittleren Höchstzugkraft und deren Vertrauensbereich
angestrebt wird, ist sie für das hier verfolgte Ziel der Identifikation der gesamten Festigkeits-
verteilung nicht maßgebend.
Der Einzelfaserfragmentierungsversuch kommt hier schwerpunktmäßig zur Charakterisie-
rung der Grenzflächeneigenschaften zum Einsatz, siehe Abschnitt 5.3.2. Zur Aufklärung der
Festigkeitsverteilung kann nur das Anfangsstadium des Versuches genutzt werden, in dem
sich die Faserbrüche näherungsweise nicht gegenseitig beeinflussen.
Es wurden Fasern mit und ohne Schlichte untersucht1. Da sich die Ergebnisse beider
Varianten qualitativ nicht unterscheiden, erfolgt die Diskussion im Folgenden mit den Mess-
1Die Herstellung der Fasern erfolgte auf der Spinnanlage des IPF. Auf das Entschlichten kommerzieller
Fasern konnte verzichtet werden, da ein von vornherein ungeschlichteter Fasertyp bereitgestellt wurden.
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werten der geschlichteten Faser, mit welcher auch die Pulloutversuche in Abschnitt 5.3.1
durchgeführt wurden. Die Daten der ungeschlichteten Faser werden im Anhang C aufge-
führt.
4.3.1 Steifigkeit
Entgegen der Annahme linearer Elastizität wurde im Versuch ein scheinbar längenabhän-
giger E-Modul gemessen. Der Grund dafür ist, dass bei sehr steifen Fasern, wie den hier
untersuchten, die Nachgiebigkeit der Zugprüfmaschine nicht vernachlässigt werden kann.
Tatsächlich wird die Summe aus Maschinen- und Probennachgiebigkeit HProbe und HMaschine
gemessen, also
Hgesamt = HProbe +HMaschine. (4.20)
Durch Einsetzen der Nachgiebigkeiten Hgesamt = l/(EsA) und HProbe = l/(EA) sowie Um-
stellen ergibt sich mit
1
Es
=
A
l
HMaschine +
1
E
(4.21)
eine Möglichkeit, den tatsächlichen E-Modul E zu berechnen. Dazu wurde der scheinba-
re E-Modul Es je untersuchter Faserlänge l gemittelt. Im Plot von 1/Es über 1/l wurden
dann die Parameter der Gerade mit minimaler quadratischer Abweichung identifiziert. De-
ren inverser Ordinatenabschnitt stellt den tatsächlichen E-Modul E dar. Das Vorgehen ist
gerechtfertigt, da keine systematische Abhängigkeit des E-Moduls von der Querschnittsflä-
che A beobachtbar war und die mittlere Querschnittsfläche je Messlänge in guter Näherung
konstant ist. In Abbildung 4.13 sind Ausgleichsgeraden für Nachgiebigkeiten 1/Es auf un-
terschiedlichen Dehnungsniveaus dargestellt. Der E-Modul beträgt demnach E = 79,0 MPa
für die geschlichtete Faser. Die Annahme linearer Elastizität wird mit einer relativen Ab-
weichung der Sekantenmoduln von 8,3 · 10−5 zwischen beiden Dehnungsniveaus sehr gut
erfüllt.
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Abbildung 4.13: Berechnung des tatsächlichen E-Moduls von Glasfasern: Der lineare Fit der
scheinbaren Nachgiebigkeit 1/Es weist als Ordinatenabschnitt 1/E auf, siehe Formel (4.21). Die
eingezeichneten Messwerte wurden aus je 50 Einzelmessungen in Dehnungsintervallen [0; 0,005] und
[0, 005; 0,01] gemittelt.
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4.3.2 Festigkeit
Weibullverteilung
Die erste Dokumentation der Längenabhängigkeit der Festigkeit von Drähten wird Leonar-
do da Vinci zugeschrieben. Die Erklärung dieses Effektes mit der Idee einer Kette, welche
mit dem schwächsten Glied bricht, wird hingegen auf Edmè Mariotte, 17. Jahrhundert,
zurückgeführt. Die hier verwendete Beschreibung dieses Effektes geht auf [Weibull39] zu-
rück. Sie wird hier kurz motiviert. Grundlage ist ein Faserstück der Länge l0, welches mit
der Wahrscheinlichkeit P0(σ) bei einer Spannung σ reißt. Die Überlebenswahrscheinlichkeit
1− P (σ) für das Reißen einer Faser mit n-facher Länge l ergibt sich dann anhand
1− P (σ) = (1− P0(σ))n. (4.22)
Voraussetzung für die Anwendung dieser Formel ist, dass die Abmessung der bruchverur-
sachenden Defekte unter l0 liegt und l0  l, was spröde Werkstoffe typischerweise erfüllen.
Mit der Definition einer Hilfsgröße B und der Länge l gemäß
B(σ) = − ln(1− P0(σ)) (4.23)
l = nl0 (4.24)
kann P als
P (σ, l) = 1− exp
(
− l
l0
B(σ)
)
(4.25)
formuliert werden. Soll eine Bruchwahrscheinlichkeitsverteilung der Kettenhypothese genü-
gen, so muss sie in der Form von Gleichung (4.25) darstellbar sein. Dabei ist B(σ) eine noch
unbekannte Funktion. Auf empirischer Grundlage verwendet Weibull den Potenzansatz
B(σ) =
(
σ
σ0
)m
(4.26)
mit dem Weibull-Modul m. Dieser gewährleistet eine Bruchwahrscheinlichkeit P0 ∈ [0, 1].
Es ergibt sich die Verteilung
P (σ, l) = 1− exp
(
− l
l0
(
σ
σ0
)m)
. (4.27)
Von m,σ0 und l0 sind nur zwei freie Parameter. Entweder l0 oder σ0 kann als abhängiger
Parameter gewählt werden.
Neben der physikalisch-empirischen Motivation kommt der Weibull-Verteilung (4.27)
auch unter mathematischen Aspekten eine herausragende Rolle zu. Dazu interpretiert man
P als die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Minimums σ aller lokalen Festigkeiten, welche
innerhalb der Stichprobenlänge l auftreten. Damit kann man die Ergebnisse der Extrem-
werttheorie, beispielsweise nach [Gumbel58] und [Kotz92], nutzen. Eine Fragestellung der
Extremwerttheorie ist, ob Wahrscheinlichkeitsverteilungen existieren, für die die Verteilung
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der Extremwerte auch bei beliebiger Größe der Stichprobe nicht degeneriert. Dazu wurde in
[Fréchet27] eine Stabilitätsforderung an Wahrscheinlichkeitsverteilungen formuliert, welche
in der hier verwendeten Notation
P (σ,wl) = P (y(w)σ + z(w), l) (4.28)
lautet. Sie besagt, dass die Verteilung P bei Vergrößerung der Stichprobe um den Faktor
w ihre Form im Rahmen einer linearen Transformation mit Parametern y(w) und z(w) er-
hält. Die drei möglichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen, welche dieser Bedingung genügen,
wurden in [Fisher28] aufgezeigt und die Existenz weiterer Verteilungen durch [Gnedenko43]
ausgeschlossen. Demnach ist Verteilung (4.27) für Spannungen σ > 0 und P (σ = 0) = 0 die
einzige Verteilung, deren Form bei beliebiger Längenänderung der Faser stabil ist. Anschau-
lich entspricht dies der Beobachtung, dass auch lange Fasern noch eine Festigkeitsverteilung
aufweisen und nicht allesamt bei einer konstanten Spannung versagen. Weist die Festigkeit
eine untere Grenze σu 6= 0 auf, so erhält man für σ > σu und P (σ = σu) = 0 die sogenannte
Dreiparameterverteilung
P = 1− exp
(
− l
l0
(
σ − σu
σ0
)m)
. (4.29)
Strategien der Parameteridentifikation
Die mittlere Festigkeit σm der Weibull-Verteilung (4.27) beträgt
σm(l) = σ0
(
l0
l
) 1
m
Γ
(
1 +
1
m
)
, (4.30)
wobei Γ die Gammafunktion ist. Damit ergibt sich eine erste Möglichkeit zur Parameter-
identifikation. Auf mehreren Längenniveaus sind jeweils die mittlere Festigkeit zu messen
und anschließend die Weibull-Parameter σ0,m an die Messwerte anzupassen. Durch loga-
rithmieren der Funktion σm(l) ergibt sich die Gerade
ln(σm) = − 1
m
ln l + ln
(
σ0l
1
m
0 Γ
(
1 +
1
m
))
(4.31)
mit dem Anstieg −1/m, sodass die Parameter mittels einer Ausgleichsgerade ohne nichtli-
neare Optimierung bestimmt werden können.
Eine andere Methode zur Ermittlung der Parameter besteht darin, die Bruchwahrschein-
lichkeit P (σ) bei einer festen Länge l durch mehrere Zugversuche zu schätzen. Anhand der
Festigkeitswerte σi in aufsteigender Reihenfolge gibt der Wahrscheinlichkeitsschätzer
P (σi) =
i− 1
2
N
(4.32)
eine Näherung für die Bruchwahrscheinlichkeit auf dem Niveau des i-ten Festigkeitswertes
bei N Einzelmessungen. Die hier verwendete Gleichung (4.32) wurde vielfach als überlegen
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gegenüber anderen Schätzformeln bestätigt, siehe z. B. [Trustrum79; Kamiya84; Khalili91].
Anhand der Wertepaare σi, P (σi) können die Weibull-Parameter wiederum mithilfe einer
Ausgleichsgerade bestimmt werden. Eine Geradengleichung mit Anstieg m ergibt sich durch
Umformen der Weibull-Verteilung (4.27) zu
ln(− ln(1− P )) = m lnσ + ln
(
l
l0
)
−m lnσ0. (4.33)
Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Diagramm mit einer Achseneinteilung von ln(− ln(1−P ))
über lnσ als Weibull-Plot bezeichnet.
Eine dritte Möglichkeit zur Parameteridentifikation ist die Maximum-Likelihood-
Methode. Auch für diese ist eine Wahrscheinlichkeitsschätzung wie (4.32) nötig. Entspre-
chend dem Verfahrensnamen werden gerade die Weibull-Parameter bestimmt, welche
die Gesamtheit der Messwerte P (σi, lj) mit maximaler Wahrscheinlichkeit erwarten las-
sen. Dabei können auch Messungen auf verschiedenen Längeniveaus lj verwendet werden.
Die Durchführung erfordert im Gegensatz zu den beiden vorher vorgestellten Methoden eine
nichtlineare Optimierung. Algorithmen dafür sind in gängigen Programmen wie MATLAB®
vorbereitet. Laut [Trustrum79; Khalili91] weist die Maximum-Likelihood-Methode bei mehr-
facher Anwendung auf generische Datensätze die geringste Streuung der identifizierten Pa-
rameter auf, überschätzt den Modul m aber geringfügig. Die Maximum-Likelihood-Methode
wird nach [DIN8435] »als die wirkungsvollste Schätzfunktion für eine kleine Probenanzahl
erachtet«.
Für zahlreiche Messreihen von Faserfestigkeiten wird beobachtet, dass diese nicht zufrie-
denstellend von einer Weibull-Verteilung abgebildet werden können. Insbesondere können
sich die identifizierten Parameter unterscheiden, je nachdem ob sie an σm(l) oder an P (σi)
angepasst wurden, siehe z. B. [Watson85; Ermolenko86]. In diesem Fall unterscheiden sich
typischerweise auch die Parameter, die an P (σi) auf unterschiedlichen Längenniveaus l an-
gepasst wurden. Ein solches Verhalten weist darauf hin, dass die Grundgesamtheit der ge-
messenen Festigkeitswerte keinerWeibull-Verteilung (4.27) zuzuordnen ist. Daher wird im
nächsten Kapitel die Erweiterung der Verteilung um verschiedene weitere Effekte untersucht.
Modifikationen der Weibullverteilung
Die erfolgreiche Anwendung der Weibull-Verteilung auf Lebensdauer-, Fließgrenzen-,
Größen- und Faserfestigkeitsverteilungen wurde schon in [Weibull51] dokumentiert. Aller-
dings werden insbesondere bei steifen Fasern häufig Filamentbrüche im Klemmbereich beob-
achtet. Auch bei den im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Glasfasern ist der Klemmeffekt
nicht zu vernachlässigen. Da in die Weibull-Verteilung (4.27) die Existenz einer Einspan-
nung nicht einfließt, steht zu erwarten, dass die durch Klemmbrüche beeinflussten Ergebnisse
auch nicht mit dieser wiedergegeben werden können.
Um die Weibull-Verteilung um den Klemmeffekt zu erweitern, müssen die eingespann-
ten Faserbereiche mitbetrachtet werden. Gemäß Abbildung 4.14 wird hier angenommen,
dass die Einspannung in eine beliebig hohe Anzahl von Bereichen mit näherungsweise kon-
stanter Spannung σi zerlegt werden kann. Voraussetzung dafür ist ∂σ/∂x  σm/l0, also
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σσ1σ2σq σ1 σ2 σq
. . . nq. . . n2. . . n1. . . n1 . . .
nq
2 1 . . .
n2
2 1 . . .
n1
2 1
Abbildung 4.14: Skizzenhafte Aufteilung der gesamten belasteten Faser in die Messlänge und
mehrere Bereiche der Einspannung: Die Messlänge wird mit Spannung σ belastet und in n Seg-
menten zerlegt. Die beidseitige Klemmung wird in q Bereiche mit Spannung σi, i ∈ [1, q] zerlegt.
Jeder Bereich weist wiederum ni Segmente auf.
kleine Änderungen der Spannung σ entlang der axialen Koordinate x verglichen mit dem
charakterisitischen Spannungsniveau σm und der Abmessung l0. Für spröde Werkstoffe mit
kleinen Defektabmessungen, also klein wählbaren l0 ist dies keine kritische Einschränkung.
Die Wahrscheinlichkeit 1−P , dass die gesamte Faser eine Spannung σ erträgt, lautet dann
(1− P ) = (1− PM)
q∏
i=1
(1− Pi(σi(σ)))︸ ︷︷ ︸
1−PK
. (4.34)
Dabei steht die Wahrscheinlichkeit PM für einen Bruch im Messbereich und PK für einen
Bruch im Klemmbereich. Für den Messbereich kann wiederum die Weibull-Verteilung
(4.27) verwendet werden. Da die geklemmten Bereiche i ebenfalls als Ketten von Faserseg-
menten betrachtet werden können, ist für die Bruchwahrscheinlichkeiten Pi ebenfalls die
Annahme einer Weibull-Verteilung mit Parametern σ0i und mi gerechtfertigt. Die Bruch-
wahrscheinlichkeit lautet dann
P = 1− exp
(
− l
l0
(
σ
σ0
)m
−
q∑
i=1
li
l0i
(
σi(σ)
σ0i
)mi)
. (4.35)
Dabei sind li die Längen der geklemmten Bereiche. Für die praktische Anwendung müssen
die Spannungen σi(σ) sowie die unabhängigen Parameter σ0i,mi spezifiziert werden. Es
werden hier zwei mögliche vereinfachende Ansätze vorgeschlagen.
Unter der Annahme, dass in der Klemme und im Messbereich der Faser die selbe De-
fektpopulation versagenskritisch ist, gilt mi = m und σ0i = σ0. Dazu werden weiterhin
Spannungskonzentrationen σi(σ) = Niσ angenommen, sodass das Zusammenfassen von Pa-
rametern möglich ist und sich
P = 1− exp
(
− l + lK
l0
(
σ
σ0
)m)
(4.36)
ergibt. Gegenüber der Weibull-Verteilung (4.27) existiert nur ein zusätzlicher freier Pa-
rameter lK, welcher als effektive Klemmlänge bezeichnet werden kann und sich aus den
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Kerbfaktoren Ni und Längen li, l0i gemäß
lK =
q∑
i=1
l0
li
l0i
Nmi (4.37)
zusammensetzt.
Die zweite Annahme zur Vereinfachung von Gleichung (4.35) ist, dass aufgrund des mehr-
achsigen Spannungszustandes in der Klemmung genau eine andere Defektart kritisch für
den Klemmbruch ist. Trotz der Mehrachsigkeit soll diese durch ein einachsiges skalares Ver-
gleichskriterium abbildbar sein, sodass mi = mK und Vergleichsspannungen σi(σ) = Niσ
gewählt werden können. Nach zusammenfassen der abhängigen Parameter erhält man
P = 1− exp
(
− l
l0
(
σ
σ0
)m
−
(
σ
σK
)mK)
. (4.38)
Aufgrund des zusätzlichen Defekttypes verbleiben zwei zusätzliche freie Parameter σK und
mK. Diese Verteilung erhält auch [Stoner94] als Ergebnis, jedoch unter Annahme einer kon-
stanten Spannung im Klemmbereich, anstatt der durch Ni erfassten beliebigen Spannungs-
verteilung. Außerdem verfolgt [Phoenix72] einen ähnlichen Ansatz, nimmt jedoch einen
linearen Anstieg der Faserspannung σ über der Klemmlänge an, sowie implizit nur eine
relevante Defektpopulation.
In der Literatur finden sich zahlreiche weitere Modifikationen der Weibull-Verteilung.
Eine Übersicht ist in Tabelle 4.3.2 gegeben. Schon in [Weibull39] wurde auch die Dreipara-
meterverteilung angegeben, welche eine reine Verschiebung der Weibull-Verteilung (4.27)
ist, sodass auch eine untere Grenze σu 6= 0 der Festigkeit abgebildet werden kann. Da es sich
um eine lineare Transformation des Spannungsargumentes handelt, erfüllt diese Verteilung
auch die Formstabilität (4.28). Die Dreiparameterverteilung wird selten verwendet, da die
Zweiparameterverteilung (4.27) ihr gegenüber eine konservative Schätzung ist und der zu-
sätzliche Parameter σu die Parameteridentifikation numerisch instabil machen kann, siehe
[Stelzer02] mit Verweis auf [Schweiger84].
Weitere Verteilungen wurden durch die mögliche Inkompatibilität der anhand σm(l) bzw.
P (σi) identifizierten Parameter σ0,m motiviert. In [Watson85] wird ein zusätzlicher Expo-
nent α eingeführt, welcher beide Fits mit einem Datensatz ermöglicht. Dieser Parameter hat
allerdings keine physikalische Entsprechung und die so entstehende Verteilung genügt nicht
mehr der Kettenannahme (4.25). Ein alternativer Ansatz findet sich in [Ermolenko86]. Er
erhält die Hypothese einer Kette aufrecht, nimmt die Festigkeiten der Kettenglieder aber
nicht als statistisch unabhängig an.
Weiterhin wurden zur flexibleren Abbildung von Messwerten verschiedene Formen zusam-
mengesetzter Weibull-Verteilungen vorgeschlagen. Deren Grundannahme ist die Existenz
verschiedener Defektpopulationen und damit mehrerer Parametersätze σ0i,mi. Unterschied-
liche Annahmen über das Zusammenspiel der Defektpopulationen führen zu Verteilungen
wie in [Harlow81] oder in [Beetz82]. Eine Klassifizierung der verschiedenen Arten des Zusam-
menwirkens der Defekte findet sich bei [Stoner94] mit Verweis auf [Johnson85]. In Tabelle
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4.3.2 sind die drei Verteilungen mit zwei Defektarten aufgeführt. Verallgemeinerungen hin
zu beliebig vielen Fehlertypen sind möglich.
Schließlich untersucht [Knoff87] die Konsequenz großer Defektabmessungen, sodass l0  l
nicht eingehalten werden kann. Es ergibt sich die Verteilung
P = 1− exp
(
−
(
l
l0
+ 1
)(
σ
σ0
)m)
. (4.39)
Diese ist scheinbar mathematisch äquivalent zu Gleichung (4.36), da l0 dort kein freier Para-
meter ist, eine mögliche Wahl also l0 = lK darstellt. Tatsächlich basieren beide Wahrschein-
lichkeitsverteilungen aber auf unterschiedlichen physikalischen Annahmen. Im Gegensatz zu
l0 ist lK kein Materialparameter, sondern eine Kenngröße der Testapparatur, die bei Ver-
wendung des Fasermaterials im Bauteil verschwindet. Alle erwähnten Verteilungen finden
sich in Tabelle 4.3.2.
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Tabelle 4.3: Festigkeitsverteilungen für Fasern.
Name/Quelle Wahrscheinlichkeitsfunktion freie Parameter Bemerkungen
[Weibull39] 1− exp
(
− ll0
(
σ
σ0
)m)
σ0,m empirische Grundverteilung für Kette, welche mit
schwächstem Glied versagt
Dreiparameter-
verteilung (4.29)
1− exp
(
− ll0
(
σ−σu
σ0
)m)
σ0, σu,m Verschiebung der Grundverteilung um minimale Festig-
keit σu
[Watson85] 1− exp
(
−
(
l
l0
)α (
σ
σ0
)m)
σ0, α,m Modifikation mit Exponent α, genügt nicht Kettenvor-
stellung Gleichung (4.25)
[Ermolenko86] 1− exp
(
− ll0
(
σ
σ0
)m − ( σσ0)2m) σ0,m, l0 modifizierte Grundannahme nicht statistisch unabhän-
giger Festigkeitswerte einzelner Kettenglieder
Kies sowie
Metcalf, Schmitz
nach [Harlow81]
1− exp
(
− ll0
((
σ
σ01
)m1
+
(
σ
σ02
)m2))
σ01, σ02,m1,m2 Fasern weisen Defektpopulation 1 und 2 auf
[Beetz82] 1− α exp
(
− ll0
(
σ
σ01
)m1)− (1− α)
exp
(
− ll0
(
σ
σ02
)m2) σ01, σ02, α,m1,m2 Fasern weisen entweder Defektpopulation 1 oder 2 auf
Johnson nach
[Stoner94]
1− α exp
(
− ll0
(
σ
σ01
)m1)− (1− α)
exp
(
− ll0
((
σ
σ01
)m1
+
(
σ
σ02
)m2)) σ01, σ02, α,m1,m2 Fasern weisen entweder Defektpopulation 1 oder 1 und2 auf
[Knoff87] 1− exp
(
−
(
l
l0
+ 1
)(
σ
σ0
)m)
σ0, l0,m Kettenglieder von Länge l0 nicht hinreichend klein
[Stoner94],
Gleichung (4.38)
1− exp
(
− ll0
(
σ
σ0
)m − ( σσK)mK) σ0, σK,m,mK Versagen in Klemmung durch zusätzliche Defektpopu-
lation K
Gleichung (4.36) 1− exp
(
− l+lKl0
(
σ
σ0
)m)
σ0, lK,m Versagen in Klemmung durch gleiche Defektpopulation
wie in Messlänge
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Auswertung von Messreihen
Zur Bestimmung der Festigkeitsverteilung wurden die oben erwähnten Einzelfaserzugversu-
che durchgeführt. Bei Messlängen von 5, 10, 20, 50 und 100 mm wurden je 50 Filamente
geprüft. Abbildung 4.15 zeigt die so aufgenommenen Festigkeitswerte inWeibull-Plots. Als
solche werden hier Diagramme mit der Achseneinteilung ln(− ln(1 − P )) über ln(σ/MPa)
bezeichnet. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Gesamtheit der Messwerte nicht einer
Weibull-Verteilung 4.27 zugeordnet werden kann. So ergeben sich aus den linearen Fits je
Messlänge in Abbildung 4.15 a) Weibull-Moduln m von 8,1; 6,6; 5,0; 4,2 und 3,4. Durch
einmalige Schätzung der Parameter anhand der gesamten Messdaten mittels Maximum-
Likelihood-Methode erhält man einen Modul von m = 5,2. In Abbildung 4.15 b) ist jedoch
zu erkennen, dass die Messwerte mit diesem Fit nicht gut wiedergegeben werden können.
a)
7 7,5 8
ln(σ/MPa)
-4
-3
-2
-1
0
1
ln
(-
ln
(1
-P
))
5 mm
10 mm
20 mm
50 mm
100 mm
b)
7 7,5 8
ln(σ/MPa)
-4
-3
-2
-1
0
1
ln
(-
ln
(1
-P
))
5 mm
10 mm
20 mm
50 mm
100 mm
Abbildung 4.15: Weibull-Plots mit den Festigkeitswerten der geschlichteten Faser: a) Die ein-
gezeichneten Ausgleichsgeraden bestimmen sich je Messlänge durch minimale quadratische Abwei-
chung. Im Gegensatz dazu liegt dem Fit in b) die einmalige Anwendung der Maximum-Likelihood-
Methode auf die Gesamtheit der Messwerte zugrunde.
Betrachtet man nur die mittleren Festigkeiten σm(l), so gibt eine Ausgleichsgerade mit
m = 7,4 den Trend in Abbildung 4.16 a) gut wieder. Keine Berücksichtigung findet da-
bei aber das Wahrscheinlichkeitsniveau, welches bei mittlerer Festigkeit vorliegt. Für die
Weibull-Verteilung beträgt dieses
P (σm) = 1− exp
(
−Γ
(
1 +
1
m
))
, (4.40)
ist also nur vom Weibull-Modul m und nicht von σ0 abhängig. Entsprechend prognosti-
ziert der Fit aus Abbildung 4.16 a) das in b) dargestellte konstante Niveau, welches keinen
Bezug zu den experimentell bestimmten Werten aufweist. Letztere wurden durch lineare
Interpolation zwischen dem kleinsten Messwert oberhalb der mittleren Festigkeit und dem
größten darunter liegenden Wert ermittelt.
Die oben beschriebenen Strategien zur Identifikation der Weibull-Parameter sind also
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Abbildung 4.16: a) Abhängigkeit der mittleren Festigkeit σm von der Messlänge l mit Aus-
gleichsgerade gemäß Weibull-Verteilung, b) Bruchwahrscheinlichkeit bei mittlere Festigkeit im
Experiment und entsprechend dem Fit aus a).
nicht zielführend. Dies liegt in der schon an Plot 4.15 a) abgeleiteten Beobachtung, dass die
Messwerte keiner unmodifzierten Weibull-Verteilung (4.27) entsprechen. Zur Identifikati-
on möglicher Festigkeitsverteilungen kann die unter Berücksichtigung der Kettenhypothese
allgemeinst zulässige Verteilung (4.25) entsprechend der Achseneinteilung imWeibull-Plot
umgeformt werden. Es ergibt sich
ln (− ln(1− P )) = ln l + lnB(σ)− ln l0. (4.41)
Demnach muss eine Kurve P (l1, σ) im Weibull-Plot aus P (l2, σ) durch Parallelverschie-
bung um ln l1 − ln l2 in Richtung der Ordinate hervorgehen, solange die Kurve der Ket-
tenhypothese genügt. Beispielhaft dafür ist die mittels Maximum-Likelihood-Methode pa-
rametrisierte Dreiparameterverteilung in Abbildung 4.17 a). Diese bildet die Messwerte nur
geringfügig besser ab als die ursprüngliche Weibull-Verteilung in Abbildung 4.15 b). Mit
σu = −5,8 GPa liegt die untere Grenze der Zugfestigkeit aber weit im Druckbereich, was
physikalisch nicht sinnvoll ist.
Da die Glasfaserfilamente alle ein und demselben Herstellungsprozess entstammen, ist
weiterhin auch keine Festigkeitsverteilung sinnvoll, die unterschiedlichen Filamenten unter-
schiedliche Defektpopulationen zuweist. Eine Verteilung, die auf verschiedenen Defektpo-
pulationen basiert, welche aber auf allen Fasern vorkommen, entspricht einer Erweiterung
der grundlegenden Weibull-Verteilung (4.27). Der Ansatz für B(σ) ist entsprechend der
Populationen zu erweitern. Zur Abbildung der Messdaten ist dies aber ebenfalls nicht ziel-
führend, da weiterhin nur eine Parallelverschiebung von Kurven P (li, σ) bei verschiedenen
Längen li dargestellt wird. Diese Eigenschaft weist auch der mathematisch motivierte An-
satz aus [Watson85] auf, obwohl er die Kettenhypothese verletzt. Nicht parallele Kurven im
Weibull-Plot kann beispielsweise die Festigkeitsverteilung nach [Ermolenko86] abbilden.
Abbildung 4.17 b) zeigt die verbesserte Wiedergabe der Messdaten im Vergleich zur Drei-
parameterverteilung in Abbildung 4.17 a). Gegenüber der Weibull-Verteilung (4.27) weist
der Ansatz nach [Ermolenko86] l0 als zusätzlichen freien Parameter auf. Dieser ist ein Maß
für die Entfernung bis zu der die zufällig verteilten Festigkeitswerte bzw. Defekte voneinan-
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der abhängen. Anhand der Maximum-Likelihood-Methode wird l0 = 31 mm bestimmt. Für
spröde Glasfasern kann nach dem Prinzip von St. Venant jedoch erwartet werden, dass
Defekte nur in einem Abstand von der Größenordnung des Durchmessers wechselwirken.
Der Durchmesser beträgt hier im Mittel 31 µm. Somit kann auch der Fit in Abbildung 4.17
b) nicht als physikalisch sinnvoll erachtet werden. Außerdem ist die Abbildungsqualität ins-
besondere im Bereich kurzer Messlängen nicht zufriedenstellend.
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Abbildung 4.17: Anpassung a) der Dreiparameterverteilung (4.29) bzw. b) der in [Ermolenko86]
vorgeschlagenen Festigkeitsverteilung an die Messwerte mittels der Maximum-Likelihood-Methode.
Von den in Tabelle 4.3.2 zusammengestellten Festigkeitsverteilungen ist demnach nur
noch die Eignung von Gleichung (4.38) zur Anpassung der Messwerte zu überprüfen. Der
Fit mit Ansatz (4.36) und damit auch der nach [Knoff87] sind Spezialfälle von Formel (4.38).
Im Vergleich zu den vorigen Ansätzen berücksichtigt diese mögliche Brüche der Faser im
Klemmbereich. Nach [DIN5079] muss die Klemme so beschaffen sein, dass maximal 20 %
Klemmbrüche auftreten, welche auszusortieren sind. Bei Verwendung einer Festigkeitsver-
teilung, die Klemmbrüche berücksichtigt, ist diese Einschränkung nicht länger maßgeblich.
Laut Auskunft des IPF wurden Klemmbrüche allerdings aus den vorliegenden Messdaten
aussortiert. Die Wahrscheinlichkeit P nach (4.38) bezieht sich aber auf Bruchereignisse an
beliebigen Orten. Zur Verwendung mit den vorliegenden Daten muss also zunächst noch
die Wahrscheinlichkeit PM\K für ein Versagen im Messbereich, nicht aber in der Klemme,
bereitgestellt werden. Bezeichnet man mit pM = ∂PM/∂σ die Wahrscheinlichkeitsdichte für
ein Versagen im Messbereich, so kann PM\K als
PM\K =
σ∫
−∞
pM(σˆ)(1− PK(σˆ))︸ ︷︷ ︸
pM\K(σˆ)
dσˆ (4.42)
=
σ∫
0
m
lσˆm−1
l0σm0
exp
(
− l
l0
(
σˆ
σ0
)m
−
(
σˆ
σK
)mK)
dσˆ. (4.43)
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formuliert werden. Die so gegebene Wahrscheinlichkeit strebt gegen das Verhältnis von Brü-
chen im Messbereich zur Gesamtzahl von Brüchen, das heißt
lim
σ→∞
PM\K ≤ 1. (4.44)
Da nicht bekannt ist, wie hoch der Anteil der aus den Messdaten aussortierten Klemmbrüche
ist, muss zur Wiedergabe der Daten die Wahrscheinlichkeitsverteilung
P1M\K(σ) =
PM\K(σ)
lim
σˆ→∞
PM\K(σˆ)
(4.45)
verwendet werden, welche sich nur auf das Ereignis des Bruches im Messbereich bezieht.
Zur Identifikation der Parameter wurde wiederum die Maximum-Likelihood-Methode ge-
wählt, das Integral in (4.43) wurde dabei numerisch gelöst. Anhand von Abbildung 4.18
a) ist zu erkennen, dass die Verwendung von P1M\K näherungsweise keine Verbesserung ge-
genüber der unmodifizierten Weibull-Verteilung mit sich bringt. Erstaunlicherweise bildet
die Gesamtbruchwahrscheinlichkeit P nach Gleichung (4.38) die Daten deutlich besser ab.
Da die Parameteridentifikation signifikant unterschiedliche Moduln m 6= mK ergibt, ist ei-
ne Vereinfachung mit nur einer Defektpopulation bzw. die Verteilung nach [Knoff87] nicht
zielführend.
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Abbildung 4.18: Abbildung der Messwerte unter Berücksichtigung von Klemmbrüchen. Die Pa-
rameter wurden mittels Maximum-Likelihood-Methode identifziert. In a) wird die Festigkeitsver-
teilung unter der Annahme verwendet, dass in den Messdaten nur Brüche im Messbereich enthalten
sind. In b) wird vom Vorliegen beliebiger Orte des Versagens ausgegangen.
Trotz aller vorangegangenen Betrachtungen konnte keine Wahrscheinlichkeitsverteilung
gefunden werden, welche die Messdaten zufriedenstellend wiedergibt. Für einige Verteilun-
gen konnte eine signifikant verbesserte Abbildungsqualität gegenüber der nicht modifizierten
Weibull-Verteilung erreicht werden. Jedoch widersprechen die so bestimmten Parameter-
sätze grundlegenden Gegebenheiten. Daher muss die Ursache für die Abweichung zwischen
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Messdaten und Wahrscheinlichkeitsverteilungen in der Versuchsdurchführung vermutet wer-
den. Gemäß Abbildung 4.18 ist die Idee naheliegend, dass das Aussortieren von Klemmbrü-
chen nicht zuverlässig gelungen ist. Eine weitere mögliche Fehlerquelle ist die Probenentnah-
me aus Rovingabschnitten. Nach [DIN5079] ist dabei [DIN538032] zu befolgen. Es ist aber
nicht bekannt, ob diese bei der Messung zugrunde gelegt wurde. Eine weitere Auswertung
erfolgt in Abschnitt 7.1.
Schließlich wurde analysiert, ob eine Toleranz in der Parallelität der Klemmen zu einer
signifikanten Spannungsüberhöhung führen kann. Dieser Biegeeffekt ist für kurze Fasern
besonders kritisch. Daher können mit diesem sogar geringere Festigkeitswerte bei kürzeren
Messlängen erklärt werden, was gerade dem der Kettenhypothese entgegengesetzen Trend
entspricht. Der maximale Versatz wurde nicht gemessen, sondern konservativ mit 0,5 mm
abgeschätzt. Aus diesem ergibt sich bei Messlänge 5 mm eine Spannungsüberhöhung von 7 %
an den Zugseiten der Einspannungen. Da die Überhöhung in axialer und radialer Richtung
außerdem linear abnimmt, steht nicht zu erwarten, dass dieser Biegeeffekt maßgeblich für
die deutliche Abweichung der Kurven von der Kettenhypothese im Weibull-Plot (4.41)
verantwortlich ist.
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Grenzschichten
Die Kombination von mindestens zwei Materialien zur Erzeugung eines neuen Verbundwerk-
stoffes erzeugt zwangsläufig Grenzschichten. Innerhalb dieser vollzieht sich ein vielstufiger
Übergang zwischen den reinen Komponenten. Den Aufbau einer solchen Schicht skizziert
[HerreraFranco92] für den Fall der FKV. Ausgehend vom ungestörten Zustand im Inneren
weist das Fasermaterial Schichten veränderter Morphologie, Topographie und chemischer
Eigenschaften auf. An diese schließt sich die Interphase im engeren Sinne an, mit adsorbier-
tem Material und der Schlichte. Auch das Matrixmaterial weist einen Übergangsbereich mit
modifizierter Eigenschaften auf. Dieser kann in einem Wechsel von der ungestörten drei-
dimensionalen Anordnung der Polymerketten hin zu einer zweidimensionalen Anordnung
begründet liegen. Weiterhin wird in [Schmidt00] das Eindiffundieren der Schlichte in den
Kunststoff als Ursache gradierter Materialeigenschaften angeführt. Ein ähnlicher Mechanis-
mus ist die Störung des homogenen Mischungsverhältnisses von Harz und Härter durch eine
erhöhte Härteraffinität an der Faseroberfläche, wie in [Munz00] für Epoxidharz beschrieben.
Munz nimmt einen Anstieg der Steifigkeit mit der Härterkonzentration nahe der Faserober-
fläche an. In einem sich anschließenden Bereich kommt es zur Verarmung des Härters und
damit zu einer Aufweichung.
Um die Auswirkung solcher Mechanismen allein seitens des Polymers einschätzen zu kön-
nen, sind unter anderem Kenntnisse von Schlichte, Harz und Härter sowie deren Reakti-
onskinetik nötig. Insbesondere im Falle kommerziell erhältlicher Fasermaterialien ist eine
Auskunft über die Zusammensetzung der Schlichte jedoch üblicherweise nicht zu erhalten.
Daher und im Sinne einer möglichst einfachen Modellierung ist es wünschenwert, die Ab-
bildung der Konsequenzen der einzelnen Phänomene und des mehr oder weniger fließenden
Übergangs der erwähnten Schichten zu vermeiden. Selbst nach dem Aufstellen belastbarer
Modelle wäre eine aufwändige Parametrisierung derselben sowie eine hochauflösende Ver-
netzung der Grenzschicht erforderlich.
Weist der Grenzbereich kaum von den einzelnen Materialien abweichende mechanische
Eigenschaften auf und tritt insbesondere keine Ablösung der Komponenten voneinander
auf, so reicht im einfachsten Fall die Abbildung einer perfekten Anbindung zwischen den
ungestörten Einzelmaterialien aus. Dies ist jedoch im Falle der hier betrachteten FKV häufig
nicht gerechtfertigt, da Grenzflächenrisse oftmals charakteristisch für das Versagensbild sind.
Eine vereinfachte Modellierungsstrategie kann dennoch erreicht werden, wenn die Dicke
der Grenzschicht vernachlässigbar ist, sodass das schädigungsbehaftete Materialverhalten,
Plastizität etc. in einer Grenzfläche vereinigt werden können. Diese Strategie wird in diesem
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Kapitel verfolgt, da seitens des IPF für die dort hergestellten ungeschlichteten Fasern die
Ausprägung einer Grenzschicht im Zusammenspiel mit Epoxidharz verneint wurde. Für
die geschlichtete Faser wurde der Massegehalt der Schlichte mit 1 % und die sich daraus
ergebende Grenzschichtdicke mit 76 nm bei 30 µm Faserdurchmesser angegeben. Auch für
diese Faser ist die Ausdehnung der Grenzschicht also vernachlässigbar.
5.1 Kohäsivzonenmodellierung
Die Materialgleichung einer Grenzfläche kann mangels Ausdehnung in Dickenrichtung nicht
anhand von Spannungs- und Verzerrungstensor beschrieben werden, wohl aber in Form einer
Materialgleichung zwischen dem Spannungsvektor und der Öffnung der Rissflanken. Einen
solchen funktionalen Zusammenhang stellt ein Kohäsivzonenmodell, auch als Spannungs-
Öffnungs-Gesetz (traction separation law – TSL) beizeichnet, bereit. Das Konzept beschreibt
einen weiterhin existierenden materiellen Zusammenhalt der Grenzfläche durch rissschlie-
ßende Spannungen auf den schon geöffneten Rissflanken. Es ist in Abbildung 5.1 skizziert. In
diesem Sinne ist die Lage der Rissspitze nicht klar definiert. Beispielsweise wird in [Shet02]
der Punkt beginnender Interface-Öffnung als mathematische, der Punkt verschwindender
Kohäsivspannung als physikalische und der Punkt maximaler Spannung als »kohäsive«
Rissspitze bezeichnet. Das Schema 5.1 zeigt auch die wichtigsten Größen eines TSL am
einachsigen Fall: die Spannung T , die Öffnung bzw. Verschiebung der Rissflanken zueinan-
der u, die Festigkeit Tmax mit zugehöriger kritischer Verschiebung ukrit und die Öffnung bei
Totalversagen utot. Die Fläche unter der Spannungs-Verschiebungs-Funktion beschreibt die
kritische Energiefreisetzungsrate GCZ je aufgespaltener Grenzfläche.
u
T
ukrit
Tmax
utot
GCZ
Abbildung 5.1: Ausschnitt eines Körpers mit Riss und einer rissschließenden Spannung auf den
geraden Rissflanken gemäß eines bilinearen Kohäsivzonenansatzes. Dargestellt ist die Beanspru-
chung in reinem Mode I.
Die ursprüngliche Idee eines Kohäsivzonenmodells wird [Barenblatt59; Barenblatt62] und
[Dugdale60] zugeschrieben. Diese anfänglichen Untersuchungen zielten auf Rissentwicklung
in homogenem Material, behandelten also Kohäsion. Für die Beschreibung von Grenzflä-
chen wäre streng genommen der Begriff Adhesivzonenmodell richtig. Dieser ist jedoch nicht
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üblich, sodass auch in dieser Arbeit die Bezeichnung Kohäsivzone (CZ) verwendet wird.
Obwohl der Ursprung der CZ-Modelle unabhängig von der FEM ist, werden sie in deren
Kontext seit Ende der 1980er-Jahre verstärkt angewendet, siehe [Needleman87]. Eine frühe
und umfangreiche Demonstration der Eigenschaften und Möglichkeiten der CZ-Modellierung
gibt [Camacho96]. Bis heute hat sich eine schier unüberschaubare Vielfalt einzelner Formu-
lieren entwickelt, die hier nicht in Vollständigkeit zitiert werden kann. Dem Autor ist kein
klassischer Übersichtsartikel bekannt, der die hier als relevant erachteten Kriterien für das
Aufstellen eines TSL zusammenfasst, am ehesten kann auf die Literaturrecherche in [Roth15]
verwiesen werden. Stattdessen sollen im Folgenden ausgewählte Aspekte angesprochen wer-
den.
1. Es existieren initial starre und initial weiche Formulierungen. Erstere modellieren aus-
gehend von einer Maximalspannung einen Spannungsabfall wie in Abbildung 5.2 a),
letztere lassen schon vor dem Erreichen der Maximalspannung eine Öffnung zu, sie-
he Abbildung 5.2 b). Physikalisch kann diese Öffnung vor Schädigungsbeginn einer
Grenzschicht von endlicher Dicke und von geringerer Steifigkeit im Vergleich zum um-
gebenden Material zugerechnet werden. Wird keine solche Schicht durch die Anfangs-
steifigkeit erfasst, so weist diese den Charakter einer numerischen Strafsteifigkeit auf.
Physikalisch wäre dann eine initial starre CZ-Formulierung naheliegend, welche jedoch
nicht als mathematische Funktion darstellbar ist. Darum wird ein spannungsgesteu-
ertes Kriterium zum Auslösen des Schädigungsbeginns und zum Aktivieren eines CZ-
Elements benötigt. Da Spannungen im Rahmen der FEM mit Verschiebungsansatz auf
Elementgrenzen nicht stetig sind, ist die erweiterte finite Elemente Methode (XFEM)
bei Anwendung initial starrer TSL vorteilhaft. Zur einfachen Implementierung in be-
stehende FEM-Programme wird hier eine initial weiche Formulierung gewählt. Dies
entspreicht auch der Empfehlung in [Schwalbe12].
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Abbildung 5.2: Basisformen für Spannungs-Verschiebungs-Beziehungen anhand a) initial starrer
Form mit exponentiellem Abfall, b) initial weicher linear-exponentieller Form und c) kubisch poly-
nomialem Ansatz. Der Spannungsabfall wird durch ukrit bestimmt und ist in a) und b) identisch.
Damit markiert ukrit in a) nicht wie oben definiert die Stelle maximaler Spannung.
2. Die wohl augenfälligste Charakteristik eines TSL ist die Form der Erstbelastungs-
kurve. Innerhalb der Grundform des Anstieges auf ein Maximum mit anschließendem
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Abfall auf Null besteht weitestgehende Freiheit in der Formulierung eines TSL. So wur-
den exponentielle und trigonometrische Ansätze, siehe [Xu93], genauso vorgeschlagen
wie polynomiale. In Abbildung 5.2 b) ist beispielhaft eine linear-exponentielle Form
abgebildet, in Abbildung 5.2 c) die kubisch polynomiale Form aus [Needleman87].
Abbildungen 5.2 a) und b) zeigen, dass vollständiges Versagen bei exponentiellem
Spannungsabfall erst bei unendlicher Grenzflächenöffnung erreicht wird, was mecha-
nisch nicht zu begründen ist. Ab wann die verbleibende Spannung vernachlässigbar
ist, ist am Einzelfall zu diskutieren. Um dies zu vermeiden, wird hier eine polynomiale
Form angestrebt.
3. Im Rahmen der FEM wird die Drehmomentenbilanz implizit durch die Symmetrie des
Spannungstensors gewährleistet. Da TSLs jedoch nur den Spannungsvektor beschrei-
ben, erfüllen sie das Momentengleichgewicht nicht von vornherein. Eine Diskussion die-
ses Fakts findet selten statt, möglicherweise da in den Anfängen der CZ-Modellierung
oftmals Situationen mit reinem Mode I betrachtet wurden, sodass dieser Aspekt nicht
auftrat. Solange die Öffnung hinreichend klein ist, ist auch der Fehlerterm in der Mo-
mentenbilanz akzeptabel. In [Vossen13] wird die Problematik thematisiert. Als Lösung
wird die Verwendung solcher CZ-Modelle empfohlen, deren Öffnungs- und Spannungs-
vektoren kolinear sind.
4. Es existieren CZ-Modelle, deren Spannung Ti sich aus der Ableitung eines Potentials
Φ nach der Verschiebung ui gemäß
Ti(uj) =
∂Φ(uj)
∂ui
(5.1)
bestimmt. Aufgrund der Wegunabhängigkeit der Energiefreisetzung bei Existenz eines
solchen Potentials muss die auf verschiedenenWegen zwischen zwei Punkten dissipierte
Arbeit konstant sein. Eine symbolische Situation ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Nach
vollständigem Versagen sind Energiefreisetzungsraten GˆCZt = GˆCZn = 0 zu erwarten,
bei Wegunabhängigkeit der Arbeit muss aber GCZn + GˆCZt = GCZt + GˆCZn gelten. Nur
im Spezialfall GCZt = GCZn sind beide Forderungen erfüllt. Beispielsweise müsste für
das typische Verhältnis GCZt > GCZn und GˆCZt = 0 die verbleibende Energiefreisetzung
GˆCZn = G
CZ
n − GCZt < 0 sein, was eine Abstoßung der Oberflächen nach Versagen
bedeuten würde. Dies wird im Rahmen dieser Arbeit als unphysikalisch angesehen und
daher die Verwendung einer Formulierung angestrebt, die nicht aus einem Potential
(5.1) abgeleitet ist.
5. Wird eine Grenzfläche nach Überschreiten der Maximalspannung entlastet, wird ty-
pischerweise kein erneutes Erreichen der Maximalspannung beobachtet und entspre-
chend auch nicht modelliert. Meist wird der Spannungsrückgang analog zu einem Kon-
tinuumsschädigungsmodell (CDM) durch Degradation der Steifigkeit formuliert. Sel-
tener findet sich eine Spannungsabnahme anhand der nicht reduzierten Anfangsstei-
figkeit, sodass nach vollständiger Entlastung eine spannungsfreie remanente Öffnung
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Abbildung 5.3: Schematische Darstellung der ut-un-Ebene mit Punkten 0, 1, N und T. Punkt N
liegt jenseits der für Totalversagen nötigen Normalverschiebung untot . Vom ungeschädigten Punkt
0 bis N wird die Arbeit GCZn dissipiert, analog GCZt zwischen 0 und T.
verbleibt [Okabe06]. Auch Mittelwege mit degradierter Steifigkeit und remanenter Ver-
schiebung sind möglich.
6. Bei Veränderung des Öffnungsverhältnisses zwischen der Normal- und Tangentialrich-
tung während der Entlastung kann es bei Verwendung eines richtungsunabhängigen
Faktors zur Degradation aller Steifigkeitskoordinaten zum Verlust der C0-Stetigkeit
der Spannungs-Öffnungs-Beziehung kommen. Diese tritt am Übergang zwischen den
Pfaden für Entlastung und Erstbelastung auf, siehe [Kregting05]. Daher wird die Rest-
steifigkeit hier entsprechend der Restfestigkeit und der zugehörigen kritischen Öffnung
je Richtung modelliert. Die Plots 5.5 c) und d) zeigen, dass im Ergebnis C0-Stetigkeit
gewährleistet wird.
Im Folgenden ist ein konkretes CZ-Modell zu wählen. Es besteht jedoch kein allgemeiner
Konsens, ob die konkrete Form des TSL überhaupt relevant ist oder ob letztendlich nur
die Parameter Festigkeit und Energiefreisetzungsrate signifikanten Einfluss haben. Oftmals
wird pauschal von letzterem ausgegangen, differenzierte Analysen zeichnen allerdings ein
komplexeres Bild. So betont [Volokh04] die Wichtigkeit der Form des TSL anhand einfacher
analytischer Betrachtungen. In [Shet02] wird auf den Einfluss des CZ-Gesetzes auf die Zu-
sammensetzung der Energiedissipation in der Kohäsivzone und im umgebenden plastischen
Material hingewiesen. Dazu erfolgt eine Auswertung zahlreicher gängiger Modelle, woraus
das Für und Wider ihrer Nutzung in bestimmten Anwendungsfällen abgeleitet wird, siehe
auch [Chandra02]. Schließlich kann als Einstieg in die Problematik [Scheider06] empfohlen
werden, wo neben der Einordnung weiterer Artikel zum Thema die unterschiedliche Situa-
tion im Falle von sprödem und duktilem Material angesprochen wird, wie auch der Einfluss
der Triaxialität des Spannungszustands.
Die Simulation der Einzelfaserversuche erfolgte in MSC Marc 2010, welches ein bilineares,
ein exponentielles und ein linear-exponentielles TSL zur Verfügung stellt. Im Hinblick auf die
Simulation der Pulloutexperimente in Abschnitt 5.3.1 wird ein C1-stetiges TSL mit variabler
Form angestrebt. Da die Marc-eigenen Modelle diese Anforderungen nicht erfüllen, wird im
Folgenden die Entwicklung eines derartigen CZ-Modells dargelegt. Die Flexibilität der Form
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kann durch einen variablen Exponenten a erreicht werden. Als Grundform wird daher die
Funktion
T (χ) = Tnorm [(1− χ)− (1− χ)a] (5.2)
verwendet, wobei χ eine normierte effektive Öffnung darstellt. Die Spannung Tnorm dient
der Normierung von T auf dem Maximalwert Tmax, unabhängig von a. Die so beschriebene
Grundform ist für verschiedene Werte des Formparameters a in Abbildung 5.4 dargestellt.
Für Werte a < 1 strebt der Spannungsabfall bei χ = 1 ins Unendliche. Da außerdem T = 0
für a = 1 gilt, sind nur Werte a > 1 sinnvoll. Dadurch ist
χkrit = χ(T = Tmax) = 1− 1−a
√
a (5.3)
auf Werte χkrit < 1− exp(−1) ≈ 0,632 beschränkt. Zum Erzielen von Werten χkrit & 0,632
kann die Funktion (5.2) gespiegelt werden zu
T (χ) = Tnorm [χ− χa] . (5.4)
Dieser Zweig wird aber nicht weiter verfolgt, da in der Regel TSL von Interesse sind, deren
abfallender Ast länger als der ansteigende ist, also χkrit < 0,5.
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Abbildung 5.4: Einachsige normierte Grundform des CZ-Modells gemäß Gleichung (5.2).
Zur Formulierung eines Spannungs-Öffnungs-Gesetzes muss die normierte effektive Öff-
nung spezifiziert werden. Diese errechnet sich bei Zugbelastung aus den Öffnungen ui in
tangentialer i = t und in normaler Richtung i = n sowie den zugehörigen Öffnungen bei
vollständigem Versagen uitot anhand
χ =
((
un
untot
)p
+
(
ut
uttot
)p) 1p
∀ un > 0. (5.5)
Im Rahmen dieser Arbeit wird als Exponent p = 2 verwendet. Die Spannungskoordinaten
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Ti sind mit
Ti =

Tinorm
ui
uitot
(1− χ)− (1− χ)ai
χ
∀ χvor ≤ χ < 1 (5.6a)
Tinorm
ui
uitot
(1− χvor)− (1− χvor)ai
χvor
∀ χ < χvor < 1 (5.6b)
0 ∀ 1 ≤ χ (5.6c)
kolinear zur Öffnung ui, sodass die Drehmomentenbilanz erfüllt ist. Dabei ist χvor eine
Geschichtsvariable, die die maximale vormals erreichte normierte Öffnung
χvor = max
t∗∈[0,t]
χ(t∗) (5.7)
bis zum aktuellen Zeitpunkt t erfasst. Fällt χ hinter χvor zurück, so findet die Entlastung
gemäß Gleichung (5.6b) auf linearem Pfad zum Ursprung statt. Die Normierungsspannung
Tinorm gewährleistet durch
Tinorm =
Timax
1−ai
√
ai − 1−aiai√ai
(5.8)
die Maximalspannungen
Timax = max
ui
Ti(uj = 0) ∀ i 6= j (5.9)
bei Beanspruchung in reiner Normal- bzw. Tangentialrichtung.
Mithilfe der Rechengröße
Bi =
(1− χ)− (1− χ)ai
χ
, (5.10)
lässt sich die Materialtangente durch
∂Ti
∂uj
=

Tinorm
uitot
[
δijBi +
uiuj
χu2jtot
∂Bi
∂χ
]
∀ χvor ≤ χ < 1 (5.11a)
Tinorm
δij
uitot
(1− χvor)− (1− χvor)ai
χvor
∀ χ < χvor < 1 (5.11b)
0 ∀ 1 ≤ χ (5.11c)
angeben, wobei
∂Bi
∂χ
=
1
χ2
[
(1− χ)ai + aiχ(1− χ)ai−1 − 1
]
(5.12)
verwendet wurde. Bei den hier angegebenen Formeln ist darauf zu achten, dass für i, j ∈
{t, n} die Summationskonvention nicht anzuwenden ist.
Die durch eine Grenzfläche getrennten Volumenbereiche dürfen sich aufgrund der Kom-
patiblitätsbedingung nicht durchdringen. Dies kann durch eine Kontaktmodellierung ge-
währleistet werden. Für kleine tangentiale Öffnungen ist die näherungsweise Erfüllung auch
durch eine hohe Kompressionssteifigkeit des TSL möglich. Diese Option macht die Anwen-
dung der CZ-Elemente unabhängig vom Vorhandensein einer Kontaktroutine, weshalb sie
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hier gewählt wird. Im Falle von Kompression wird die normierte effektive Öffnung
χ =
∣∣∣∣ ututtot
∣∣∣∣ ∀ un < 0 (5.13)
nur noch durch den Tangentialanteil bestimmt. Mit dieser Definition für χ wird die Tan-
gentialspannung Tt weiterhin durch (5.6) bestimmt. Zur Modellierung der Normalspannung
unter Kompression wird eine konstante Kontaktsteifigkeit gewählt. Die später identifizierten
CZ-Parameter führen zu einer hohen initialen Zugsteifigkeit, die gemäß
∂Tn
∂un
∣∣∣∣
un<0
=
∂Tn
∂un
∣∣∣∣
un=ut=0
= (an − 1)Tnnorm
untot
(5.14)
als Kompressionssteifigkeit verwendet werden kann. Sollte dies bei einer anderen Parame-
trisierung nicht zu einer ausreichenden Kontaktsteifigkeit führen, ist die Wahl eines höheren
Fixwertes unproblematisch, da die Kontaktsteifigkeit dann ohnehin eine numerische Straf-
steifigkeit darstellt. Der hier getroffenen Wahl liegt ebenfalls eine numerische Motivation
zugrunde, da sie im einachsigen Fall in Abbildung 5.4 den C1-stetigen Übergang in die Tan-
gente bei T = 0, χ = 0 ermöglicht. Ein C1-stetiger Übergang für alle ut 6= 0 ist ungünstig,
da für ut → uttot die Kontaktsteifigkeit gegen 0 streben würde. Die Kompressionsspannung
sei demnach mit
Tn = (an − 1)Tnnorm
un
untot
(5.15)
gegeben und die gesamte Materialtangente bei Kompression mit[
∂Ti
∂uj
]
=
[
∂Tn
∂un
∂Tn
∂ut
∂Tt
∂un
∂Tt
∂ut
]
=
[
(an − 1)Tnnormuntot 0
0 ∂Tt
∂ut
]
, (5.16)
wobei sich ∂Tt
∂ut
weiterhin aus Gleichung (5.11) ergibt. Demnach entkoppeln un und ut in
Kompression, wie auch für Ent- und Wiederbelastung, siehe Gleichung (5.11b), was auch
anhand der ebenen Flächen in Abbildung 5.5 b)-d) ersichtlich ist. Volle Kopplung liegt nur
für Zug- und Schubbelastung auf dem Erstbelastungspfad vor, siehe Tangentensteifigkeit
(5.11a).
Das hier formulierte CZ-Modell hat je drei freie Parameter in Tangential- und Norma-
lenrichtung. Als solche können beispielsweise die bisher beschriebenen uitot , ai und Timax
gewählt werden. Die zu den Maximalspannungen gehörigen Verschiebungen
uikrit = ui|Ti=Timax ,uj=0 ∀ i 6= j (5.17)
ergeben sich aus
uikrit
uitot
= χkrit = 1− 1−ai√ai. (5.18)
Außerdem sind die Energiefreisetzungsraten GCZi bei Belastung in reinem Mode I oder II
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Abbildung 5.5: Spannungsverläufe des oben beschriebenen CZ-Modells über der Tangential- und
Normalöffnung ut und un. a) und c) zeigen Tangential- sowie b) und d) die Normalspannung. Der
Erstbelastungspfad ist in a) und b) dargestellt, der Verlauf nach Vorschädigung in c) und d). Die
verwendeten Materialparameter entstammen Tabelle 5.1.
durch
GCZi = Tinormuitot
[
1
2
− 1
1 + ai
]
(5.19)
gegeben.
Es wird die Verwendung eines TSL angestrebt, welches sich nicht wie oben angesprochen
durch Ableitung aus einem Potential ergibt. Notwendige Bedingung für die Existenz eines
Potentials ist die Integrabilitätsbedingung
∂Tn
∂ut
=
∂Tt
∂un
. (5.20)
Um diese zu erfüllen, müssen mit at = an die TSL-Formen unter einachsiger Schub-
bzw. Zugbelastung ähnlich sein. Außerdem müssen sie die gleichen Energiefreisetzungsraten
GCZt = G
CZ
n aufweisen. Die erwähnten unphysikalischen Effekte treten für diesen Spezialfall
und demnach für das vorgestellte CZ-Modell nicht auf.
Zur Verwendung im folgenden Abschnitt wurde das hier entwickelte CZ-Modell unter
Nutzung der vorgesehenen Schnittstelle in MSC Marc Mentat 2010 als nutzerspezifische
Subroutinen implementiert. Die Implementierung wurde mithilfe verschiedener analytischer
Lösungen anhand von Einelementrechnungen in diversen Belastungsrichtungen mit Be- und
Entlastung verifiziert. Zur Vermeidung unphysikalischer Spannungsoszillationen kam, wie in
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[Kregting05] vorgeschlagen, die Integrationsregel nach Newton-Cotes zum Einsatz.
5.2 Etablierte Experimente
Wie eingangs erwähnt, ist die Abbildung des Grenzflächenverhaltens immer dann wichtig,
wenn eine perfekte Anbindung im Verbund nicht gewährleistet ist, also die ertragbare Bean-
spruchung der Grenzfläche geringer ist, als die umgebender Komponenten. Diese Situation
ist typisch für zahlreiche Verbunde. Für FKV wurde diese Tatsache früh erkannt, weshalb
seit den 1960er-Jahren ein ganzes Spektrum an Experimenten entwickelt wurde, um die
Grenzfläche zu analysieren. In Abbildung 5.6 sind einige dieser Versuchsanordnungen dar-
gestellt, ohne dass Anspruch auf Vollständigkeit erhoben werden kann.
Die Pulloutprobe besteht aus einem einzelnen Verstärkungsfilament, welches in einem
Matrixbett eingegossen ist. Form und Lagerung des Matrixblocks im Pullout variieren, bei-
spielhaft wird in 5.6 a) die hier verwendete Konfiguration eines etwa halbkugelförmigen
Matrixtropfens gezeigt, welcher an seiner Unterseite gelagert wird. Ist die Einbetttiefe l des
Filaments nicht zu lang, so kann es ohne abzureißen aus der Matrix ausgezogen werden,
wobei die Auszugskraft aufgezeichnet wird. Der Versuch wird häufig auf [Kelly65b] zurück-
geführt, außerdem nennt Desarmont mit [Norman64; deVekey68; Schmidt69] weitere frühe
Quellen. Da die Herstellung der Proben für textile Verstärkungen mit Filamentdurchmessern
im µm-Bereich kompliziert ist, wurde in [Miller87] der Microbondtest vorgeschlagen, siehe
Abbildung 5.6 b). Die Probe wird durch Aushärten eines Matrixtropfens auf dem Filament
hergestellt. Für den Auszug wird der Matrixtropfen typischerweise zwischen zwei Schneiden
gelagert. Der Übergang zwischen Microbond und Pullout ist fließend, Zwischenformen wer-
den beispielsweise in [Sarma79; Yang03; Kharrat06; Qing13] analysiert. Oftmals wird der
Begriff Pullout auch direkt für den Microbondversuch verwendet. Eine weitere eng verwand-
te Versuchsanordnung ist der 3-Faser-Test nach [Andreevska72], skizziert in Abbildung 5.6
c). Die Einbetttiefe wird dabei durch zwei querliegende Fasern gesteuert. Mit diesen wird
auch die Lagerung während des Ausziehens realisiert.
Im Gegensatz zu diesen drei Experimenten wird die Faser beim Microindent- oder Push-
In-Versuch auf Druck belastet. Wie in Abbildung 5.6 d) skizziert, wird ein Einzelfilament
durch eine Spitze eingedrückt. Zur Herstellung der Probe ist die Stirnfläche eines unidi-
rektional verstärkten FKV durch einen Schliff freizulegen. Der Versuch geht zurück auf
[Mandell80] und stellte vereinfachend gesagt die Anwendung einer Maschine zur klassischen
Härteprüfung nach Vickers auf Faserverbunde dar. Er wurde in [Grande83; Tsiang83]
weiterentwickelt. Das Auftreten einer Ablösung an der eingedrückten Faser wird oftmals
durch Mikroskopieren überprüft, kann aber in der Regel aus der Kraft-Weg-Kurve abgele-
sen werden. Eng verwandt mit dem Push-In ist der Push-Out aus [Marshall84; Marshall87]
in Abbildung 5.6 e). Die Probe muss bei diesem hinreichend dünn sein, sodass die Faser nach
unten ausgedrückt werden kann. Dazu wird die Probe beispielsweise auf Plastilin gelagert,
in welches das Filament an der Unterseite eintreten kann.
Bei allen bisherigen Experimenten kann direkt am Einzelfilament eine Kraft-Weg-Kurve
aufgenommen werden. Maßgeblich dient diese zur Erfassung des Grenzschichtverhaltens bei
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Abbildung 5.6: Schematische Darstellung verschiedener Experimente zur Untersuchung der Faser-
Matrix-Anbindung: a) Pullout-, b) Microbond-, c) 3-Faser-, d) Microindent- oder Push-In-, e) Push-
Out- oder Push-Through-, f) Broutman-, g) Cruciform- und h) Einzelfaserfragmentierungstest. In
grau sind jeweils einzelne Filamente dargestellt.
Schubbeanspruchung auf der Mantelfläche der Faser in axialer Richtung. Ein Experiment
zur Charakterisierung der Eigenschaften in Normalenrichtung stellt der Broutman-Test
nach [Broutman66; Broutman69] mit Verweis auf [Broutman62] dar. Gemäß Abbildung 5.6
f) wird dazu eine taillierte Probe mit einem eingegossenen Filament auf Druck belastet.
Der Versuch zielt auf Matrixmaterialien ab, deren Querkontraktionszahl größer als die der
Faser ist, sodass sich eine Zugspannung in der Grenzschicht ausbildet. Diese ist aufgrund der
Spannungskonzentration am Ort der stärksten Einkerbung am größten, sodass hier die Ab-
lösung zwischen Matrix und Faser beginnt. Während eine optische Messung – insbesondere
bei transparenten Matrixmaterialien – bei den bisherigen Versuchen zusätzlich möglich war,
ist sie für dieses und die folgenden Experimente zwingend notwendig, um von Zeitpunkt
und Ausdehnung des Ablösens auf die Zugfestigkeit und Zähigkeit der Grenzschicht schlie-
ßen zu können. Im Cruciformtest in Abbildung 5.6 g) wird die Normalbeanspruchung direkt
anstatt durch Querkontraktionseffekte erzeugt, sodass er für beliebige Paarungen von Quer-
kontraktionszahlen einsetzbar ist. Dazu wird mindestens ein Filament quer zur Zugrichtung
in eine kreuzförmige Probe eingegossen. Die Kreuzform entlastet die Faserenden. Andernfalls
läge an dieser Stelle die Höchstbeanspruchung der Grenzschicht aufgrund von Abweichun-
gen der Querkontraktion zwischen Filament und Matrix vor, sodass eine Ablösung dort
wiederum mit signifikantem Schubanteil initiierte. Mit dem Vorschlag in [Warrier96] und
Weiterentwicklungen in [Tandon99; Tandon00; Ghosh00] ist der Cruciformtest der jüngste
hier aufgeführte.
Demgegenüber ist der Einzelfaserfragmentierungstest (SFFT) in Abbildung 5.6 h) laut
[Pitkethly93] der älteste der Einzelfilamentversuche – was einigen der zuvor zitierten Ver-
weise aus Sekundärquellen widerspräche. In [Kelly65b] wird der SFFT für eine Wolframfaser
in Kupfermatrix erwähnt und weiter auf [Kelly65a] verwiesen. Im Gegensatz zum Cruci-
formtest wird das Filament hier in Zugrichtung eingegossen in eine Schulterprobe. Ist die
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Bruchdehnung der Faser geringer als die der umgebenden Matrix, kommt es während des
Zugversuchs immer wieder zu Faserbrüchen. Das Filament entlastet am Bruch vollständig.
Eine Lasteinleitung in die Faser erfolgt erst wieder in der Umgebung des Bruchortes durch
die Grenzschicht, die dadurch schubdominiert beansprucht wird. Wie im Broutman- und
im Cruciformtest wird die Last in die Matrix eingeleitet, sodass der Kraft-Weg-Verlauf nur
für die Gesamtprobe gemessen werden kann. Für dünne Filamente ist der Verlauf identisch
mit dem einer Reinharz-Zugprobe. Zur Charakterisierung von Grenzflächeneigenschaften
kann neben der optischen auch eine akustische Messung erfolgen, um zumindest die Zeit-
punkte von Faserbrüchen aufzunehmen.
5.3 Verfügbare Experimente und ihre Auswertung
Zur Datenreduktion der Ergebnisse kommen oftmals analytische Modelle zum Einsatz, die
auf vereinfachende Annahmen zurückgreifen. Diese sind häufig geometrischer Natur. Auch
erfüllen analytisch beschreibbare Spannungs- und Verzerrungsfelder häufig nicht überall ki-
netische und kinematische Zulässigkeit sowie alle Randbedingungen. Unterschiede in diesen
Idealisierungen haben Einfluss auf die Bestimmung mechanischer Kennwerte. So existie-
ren signifikante Abweichungen zwischen Kennwerten, welche in verschiedenen Experimen-
ten gewonnen wurden, aber auch zwischen Kennwerten des gleichen Versuchstyps, die in
unterschiedlichen Laboren mit unterschiedlichen Auswertungen gewonnen wurden, siehe
[Pitkethly93]. Ein Ziel des dieser Arbeit zugrunde liegenden Forschungsprojektes war es,
die Inhomogenitäten der Spannungs- und Verzerrungsfelder mit Hilfe von finite Elemente
(FE)-Analysen aufzulösen, um auf die genannten Idealisierungen verzichten zu können.
Zur Anwendung der FEM ist zu klären, welche Effekte die verwendeten Materialmodelle –
insbesondere das des Matrixmaterials – abbilden müssen, um für die vorliegenden SFFT und
Pulloutversuche angewendet werden zu können. Daher ist zunächst die Feststellung wichtig,
dass während der Pulloutexperimente keine Plastizität oder Schädigung des Epoxidharzes
beobachtet wurde. Das heißt insbesondere, dass nach dem Auszug weder das gelegentlich
beobachtbare Anhaften von Matrixrändern – sogenannten Menisken – an der Glasfaser auf-
trat, noch augenscheinliche plastische Verformungen des Epoxidharzes vorkamen. Im Falle
des SFFT war die Situation ähnlich, mit der Einschränkung, dass an Stellen des Faserbruchs
im Mikroskop oftmals feine Anrisse in der Matrix sichtbar waren, siehe Abbildung 5.15 a).
Abgesehen vom finalen Versagen der Probe im SFFT, waren dies die einzigen Schädigungs-
effekte des Epoxidharzes, die an Einzelfaserproben erkennbar waren. Daher ist im Folgenden
eine Rechnung mit dem vorkritischen Materialmodell aus Abschnitt 4.2.2 ausreichend. Die
darüber hinaus gehenden Anrisse im SFFT werden in Abschnitt 5.3.2 gesondert behandelt.
5.3.1 Pulloutversuch
Experimentelle Durchführung
Im Rahmen dieser Arbeit konnten am Leibniz-Institut für Polymerforschung (IPF) durch-
geführte Pulloutversuche genutzt werden. Die Fertigung der Pulloutproben begann mit dem
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Anmischen des Matrixmaterials und dem Aufbringen desselben auf einen Probenträger aus
Aluminium. Anschließend wurde ein Glasfaserfilament in das noch flüssige Harz eingebettet.
Das Filament wird dazu definiert in das Harz hinein gefahren. Nach dem Kontakt zwischen
Polymer und Glas wird noch genau die Länge zurückgelegt, die der gewünschten Einbetttiefe
l in Abbildung 5.6 a) entspricht. Nachdem das Epoxidharz kaltgehärtet und fest geworden
war, wurden die Proben 20 h bei 70 ◦C nachgehärtet. Anschließend erfolgte die Konditionie-
rung in einem Exsikkator bei 85 % relativer Luftfeuchte. Die kürzeste tatsächlich realisierte
Konditionierungsdauer zwischen Warmhärten und Versuchsbeginn betrug 10 d, womit die
gemäß Anhang A festgelegte Mindestdauer von 7 d eingehalten wurde.
Wie auch die anfängliche Probenherstellung fand die Prüfung in einem Labor mit Norm-
klima für die Kunststoffprüfung von 23 ◦C und 50 % relativer Luftfeuchte statt. Die Vor-
bereitung des Auszugversuchs begann mit der Entnahme der Proben aus dem Exsikkator,
ihrer Platzierung in der Prüfmaschine und dem Ankleben des freien Faserendes mit Se-
kundenkleber zur Krafteinleitung. Vor Beginn des eigentlichen Auszugs war eine Wartzeit
von 1 h zum Aushärten des Klebers einzuhalten. Während des Zugversuches wurden die
Maschinendaten Kraft F , Weg s und Zeit t aufgezeichnet. In den vorliegenden Versuchen
wurde eine Auszugsgeschwindigkeit von 0,01 µm s−1 angestrebt. Jedoch bewegen sich die
auftretenden Kräfte um 1 N am oberen Ende der für textile Verstärkungsmaterialien üb-
lichen Werte. Unter diesen Umständen gewährleistete die für den textilen Anwendungsfall
entwickelte Prüfmaschine des IPF die angestrebte Auszugsgeschwindigkeit nicht, was auf
mangelnde Leistung oder Steifigkeit der Maschine angesichts des gemessenen Kraftniveaus
hindeuten kann. Die in Abbildung 5.7 b) gezeigte Verlangsamung des Auszugs kann für die
quasistatische Auswertung im Folgenden noch akzeptiert werden. Da die Auszugskurven 5.7
a) ein getriebenes Risswachstum anzeigen, ist insbesondere auszuschließen, dass durch die
Maschinennachgiebigkeit ein sprödes Versagen induziert worden wäre. Nach Überwindung
der Maximalkraft und Abfall auf das folgende Plateau wurde die Auszuggeschwindigkeit um
den Faktor 100 erhöht, um die Versuchsdauern zu reduzieren. Abbildung 5.7 a) zeigt typi-
sche Auszugskurven mit den zugehörigen Weg-Zeit-Verläufen in Abbildung 5.7 b). Über die
Maschinendaten hinausgehende Informationen können beispielsweise durch Videoaufnahme
des Auszugversuches – wofür die Tropfenform der Matrix allerdings ungünstig ist – und
Raman-Spektroskopie gewonnen werden [Pisanova01]. Beide Methoden standen allerdings
nicht zur Verfügung, wie auch Zwischenentlastungen zur Messung der Reststeifigkeit nicht
möglich waren.
Experimentelle Ergebnisse
Abgesehen vom getriebenen Kraftabfall entsprechen die Kraft-Weg-Kurven in Abbildung 5.7
a) dem in [Desarmot91] beschriebenen qualitativen Verlauf von Auszugskurven für eine
Grenzfläche geringer Festigkeit oder geringe freie Faserlängen. Tatsächlich wird eine kurze
frei Faserlänge in den am IPF durchgeführten Versuchen gewährleistet, sodass die Gesamt-
anordnung aus Probe und Zugmaschine eine möglichst geringe elastische Energie speichert
und sogar der oben erwähnte getriebene Kraftabfall sowie der nachkritische Verlauf be-
obachtet werden können. Während diesem wird das langsam abfallende reibungsdominierte
63
5 Charakterisierung von Grenzschichten
a)
0 20 40 60
s/µm
0
0,2
0,4
0,6
F
/N
b)
0 1000 2000
t/s
0
10
20
30
s/
µ
m
125µm
152µm
187µm
209µm
Abbildung 5.7: a) Typische Kraft-Weg-Verläufe für unterschiedliche Einbetttiefen im Pulloutver-
such, b) zugehörige Weg-Zeit-Verläufe.
Kraftplateau gemessen. Der kurze zweite Kraftanstieg innerhalb dieses Plateaus fällt mit der
Erhöhung der Auszuggeschwindigkeit zusammen. Die Verschiebung, bei der die verbleibende
Reibungskraft das Nullniveau erreicht, wird als die tatsächliche Einbetttiefe einer Probe an-
gesehen, denn die realisierte Einbetttiefe schwankt um den bei der Herstellung angestrebten
Wert. Aufgrund von Messungenauigkeiten und dem sehr flachen nachkritischen Kraftabfall
ist eine genaue Bestimmung der Einbettlänge nicht trivial. Sie ist aber von großem Einfluss
auf die Auswertung. Hier konnte auf die durch die Methodik des IPF bestimmten Werte
zurückgegriffen werden.
Zur Auswertung einer Versuchsreihe wird typischerweise das Verhalten der Proben abhän-
gig von ihrer Einbetttiefe l analysiert. Abbildung 5.8 zeigt dazu die maximalen Auszugskräfte
aller Einzelproben einer Charge über ihrer Einbettlänge. Die Auszugskräfte wurden dabei
anhand ihrer Abweichung vom durchschnittlichen Filamentdurchmesser normiert. Da die
Schwankung der Durchmesser gering war, ist dies jedoch von vernachlässigbarem Einfluss.
Es ist augenfällig, dass die als Vorstudie durchgeführten Experimente der Charge 1 mit sehr
geringer Streuung um eine Gerade herum liegen. Der in Abbildung 5.8 eingezeichnete lineare
Fit extrapoliert zu einer signifikanten Länge bei verschwindender Auszugskraft. Obwohl ein
derartiger Fit im Bereich relativ kurzer Einbetttiefen l auch die experimentellen Daten von
Microbondversuchen aus [Scheer95] gut wiedergibt, welche in [Zhandarov98] ausgewertet
werden, wurde eine Diskussion derartigen Verhaltens in der Literatur nicht gefunden. Die-
ses im Rahmen der aktuellen Literatur also »untypische« Verhalten wird daher im Folgenden
weiter untersucht.
Die anschließend hergestellte und geprüfte Charge 2, die den Bereich der Einbetttiefen
nach oben erweitern sollte, deckt tatsächlich im Wesentlichen einen schmalen Bereich er-
reichter Einbetttiefen oberhalb der ersten Charge ab. Die zweite Charge zeigt eine deutlich
stärkere Streuung der maximalen Auszugskräfte im Vergleich zur ersten Charge, siehe Abbil-
dung 5.8 a) und Abbildung 5.9 a). Eine tragfähige Erklärung für die stark unterschiedlichen
Streubilder der beiden Chargen konnte auch in Zusammenarbeit mit dem IPF nicht gefunden
werden. Insgesamt ist die Aussagekraft der zweiten Charge damit gering. Durch Einbeziehen
derselben in den linearen Fit der maximalen Auszugskraft über der Einbetttiefe verändert
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sich der Fit nicht signifikant. Insbesondere extrapoliert er weiterhin zu einer signifikanten
Länge ∆l bei verschwindender Auszugskraft, was als ein Verlust der effektiven Einbetttiefe
von ∆l angesehen werden kann.
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Abbildung 5.8: a) Normierte Maximalkräfte einzelner Pulloutversuche dargestellt über ihrer Ein-
bettlänge und b) zugehörige scheinbare Interfacefestigkeiten τs. Die in b) eingezeichnete Kurve
entspricht dem in a) eingezeichneten linearen Fit der ersten Charge. Der Nulldurchgang der linea-
ren Extrapolation anhand der Ausgleichsgerade ist mit ∆l gekennzeichnet.
Analytisch basierte Auswertungsmethoden
Die klassische Auswertungsmethodik des Pullouts und anderer Einzelfasertests basiert auf
dem »shear-lag« Modell. Die Verwendung dieses Begriffes ist in der Literatur jedoch nicht
einheitlich. Meist wird das Modell [Cox52] zugeschrieben. Tatsächlich untersucht Cox dort
die Abhängigkeit der effektiven Erhöhung der Steifigkeit durch (Kurz-)Faserverstärkung
einer Matrix. Er geht dazu von einer perfekten Interfaceanhaftung aus, was ihn auf die Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung für die Zugkraft im elastisch gebetteten Stab als ideali-
siertes mikromechanisches Problem führt. Im Gegensatz dazu wird der Begriff »shear-lag«
hier für ein imperfektes Interface genutzt, welches entsprechend der englischen Bezeichnung
einen »Schubversatz« in der Grenzfläche zulässt. Dieser entsteht aufgrund der Limitierung
der übertragbaren Schubspannung im Interface auf eine Festigkeit τmax. Demnach ergibt
sich eine Differentialgleichung erster Ordnung und daraus für die Zugkraft F im Filament
am Ort mit Abstand l zum unbelasteten Faserende die Formel
F = piR2σ = 2piRlτmax. (5.21)
Dabei sind R der Faserradius, σ die als konstant über dem Querschnitt angenommene ein-
achsige Zugpannung und τmax die auf der gesamten Mantelfläche mit der Festigkeit gleich-
gesetzte Schubspannung. Dieser Ansatz wurde schon in [Kelly65b] vorgeschlagen.
In Abbildung 5.8 b) ist die scheinbare Schubfestigkeit des Interface τs dargestellt, welche
der maximalen Auszugskraft dividiert durch die benetzte Mantelfläche der Faser entspricht,
also durch Gleichung (5.21) mit F = Fmax und τmax = τs sowie der Identifizierung von l als
Einbettlänge aus Abbildung 5.8 a) hervorgeht. Der lineare Fit aus 5.8 a) zeigt sich in b)
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als eine mit der Einbettlänge stark ansteigenden scheinbare Festigkeit. Bei Annahme einer
konstanten übertragbaren Schubspannung τmax, müsste sich diese im Rahmen des »shear-
lag« Modells als längenunabhängige scheinbare Festigkeit τs = τmax wiederfinden. Schon die
Erweiterung des Modells um eine Zugspannung an der eingebetteten Stirnfläche der Faser
würde ein mit der Einbettlänge abnehmendes τs ergeben. Eine abnehmende scheinbare Fes-
tigkeit τs ist auch deshalb zu erwarten, da in einem realen, inhomogen belasteten Interface
eine Schädigung der höchstbelasteten Stelle schon eintritt, während andere Teile noch un-
ter ihrer Beanspruchbarkeit liegen. Mit zunehmender Länge nehmen letzere Regionen einen
immer größeren Anteil ein, sodass ein immer geringerer Teil der ertragbaren Festigkeit τmax
als mittlere (scheinbare) Festigkeit τs zur Verfügung steht. Diesen Trend bilden auch die
zahlreichen analytischen Modelle des Spannungszustandes zur Datenreduktion der Versuch-
sergebnisse im Pullout ab.
Viele Modelle zur Auswertung basieren auf [Sarma79] und [Greszczuk69], wobei letzterer
die Idee elastischer Bettung mit [Cox52] teilt. In [Desarmot91] werden Spannungsverteilun-
gen dreier analytischer Modelle für den Pullout mit Ergebnissen aus FE-Simulationen ver-
glichen. Ebenfalls für die noch intakte Grenzfläche werden in [Marotzke93] FE-Simulation
für elastisches Materialverhalten durchgeführt. Dabei werden insbesondere die auftreten-
den Spannungssingulariäten betrachtet. Zahlreiche Veröffentlichungen zur Weiterentwick-
lung der Auswertung existieren für verschiedene Geometrien wie [Scheer95] für den Micro-
bond und [Nairn00] für den Pulloutversuch. Die Web of Science™ Core Collection weist
allein seitens des IPF 23 gemeinsame Artikel von Zhandarov und Mäder zum Thema
aus. Schon [Zhandarov00] beinhaltet eine konstante Reibspannung im losgelösten Teil des In-
terface. Diese Annahme wird durch Messungen mit Raman-Spektroskopie aus [Pisanova01]
gestützt.
Eine knappe Bewertung verschiedener Ansätze gibt [Zhandarov05]. Aufgrund der Viel-
zahl von Publikationen zum Thema kann die gegebene Übersicht nur einen Einstieg in die
Thematik eröffnen. Im Folgenden wird beispielhaft eine Auswertung gemäß [Zhandarov14]
durchgeführt, von der die beste Abstimmung auf die Versuchsdurchführung am IPF erwar-
tet werden kann. Zhandarov schlägt drei Methoden zur Anpassung von Modellparametern
vor. Parameter sind beispielsweise die tatsächliche lokale Interfacefestigkeit τmax, die dem
Modellparameter τD entspricht, und die Reibspannung τf. Die erste dieser Methoden basiert
auf einem Knick im initialen Anstieg der Auszugskraft bei einer Kraft Fd, bei der »de-
bonding« einsetzt. Da die Identifizierung dieses Knickpunkts für die vorliegenden Versuche
oft nicht verlässlich möglich war, beinhaltet Abbildung 5.9 nur Kurven gemäß der anderen
beiden Methoden aus [Zhandarov14]. Beide Fits prognostizieren eine mit der Einbetttiefe l
absinkende scheinbare Festigkeit τs. Tatsächlich sagen alle dem Autor bekannten Modelle ei-
ne entsprechend absinkende Festigkeit τs voraus, was gemäß dem vorhergehenden Abschnitt
auch erwartbar ist, jedoch nicht mit den experimentellen Ergebnissen übereinstimmt. Zur
Aufklärung dieses Sachverhalts werden im Folgenden FE-Analysen genutzt.
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Abbildung 5.9: Auswertung des Pullouts durch linearen Fit sowie die zweite und dritte Methode
aus [Zhandarov14] zur Anpassung einer analytischen Vergleichslösung. Für den linearen Fit liegt
der Korrelationskoeffizient bei r = 0,92. Zuzüglich zur ersten Charge aus Abbildung 5.8 sind hier
auch die stark streuenden Ergebnisse der zweiten Charge einbezogen. Die mit »+« gekennzeichneten
Proben sind durch Methode 3 nicht erfasst, da die Strategie zur Bestimmung des Modellparameters
τD in diesen Fällen nicht erfolgreich war.
FE-gestützte Auswertung
FE-Simulationen finden sich auch in der Literatur zur Analyse der Pullouts. Simulationen
wurden zunächst häufig mit rein elastischem Materialverhalten und perfektem Interface
durchgeführt, um die Spannungszustände im Interface ohne die geometrischen Idealisierun-
gen analytischer Modelle zu studieren. Neben den schon genannten Artikeln [Desarmot91;
Marotzke93] gilt dies auch für [Sun01; Yang03]. Ein Sonderfall innerhalb dieser Katego-
rie ist [Schmidt00], der verschiedene Einflüsse auf das Spannungsfeld studiert, die über die
üblicherweise variierten Geometrieabmessungen und Materialpaarungen hinaus gehen. Die-
se Einflussfaktoren sind der Unterschied zwischen geometrisch linearer und nichtlinearer
Simulation, Menisken verschiedener Verrundungsradien an der Matrixoberfläche sowie gra-
dierte elastische Eigenschaften in der Nähe des Interface. Eine weitere Kategorie stellen
Simulationen dar, die gegenüber den vorigen das Grenzflächenversagen wie [Kharrat07] mit
CZ-Modellen erfassen. Zusätzlich dazu modelliert [Jia12] Reibung nach thermischem Auf-
schrumpfen. Schließlich existieren solche Simulationen, die die (Metall-)Plastizität der Faser
berücksichtigen, nämlich [Krasn, ikovs14] für die Materialpaarung Stahl-Beton mit Reibung
im Interface sowie [Tsai05] für Kupfer-Epoxidharz unter Betrachtung thermischer Schrump-
fung, Reibung und dem CZ-Gesetz nach [Needleman87]. Allen genannten Veröffentlichungen
ist gemein, dass das Matrixmaterial rein elastisch modelliert wurde und sich keine Hinweise
auf eine ansteigende scheinbare Festigkeit wie in Abbildung 5.8 b) finden.
Für die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten FE-Simulationen von Einzelfaserverbun-
den wurde das kommerzielle Programm MSC Marc Mentat 2010 genutzt. Zur Modellierung
des Matrixmaterials und der Grenzfläche kamen die in Abschnitt 4.2.2 und Abschnitt 5.1 be-
sprochenen Materialmodelle in Form von nutzerspezifischen Subroutinen zum Einsatz. Die
Faser wurde idealisiert als Zylinder erfasst. Tatsächlich sind Form und Eigenschaften der
eingebettete Stirnfläche unbekannt, da sie bei der Probenherstellung durch einfaches Abbre-
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chen der Faser entsteht. Im Gegensatz zur geschlichteten Mantelfläche ist für die Stirnfläche
beispielsweise schwächere Anhaftung an die Matrix zu erwarten, sodass sie ohne Anbindung
an die Matrix modelliert wurde. Der Matrixtropfen wurde, wie in Abbildung 5.6 darge-
stellt, als Halbkugel mit 2 mm Durchmesser gegenüber dem Faserdurchmesser von 38µm
idealisiert. Eventuell existierende Menisken am oberflächlichen Matrix-Faser-Übergang sind
so klein, dass sie im Experiment nicht beobachtet wurden. Weiterhin mögen am Interface
gradierte Materialeigenschaften vorliegen, welche allerdings nur durch immensen experi-
mentellen Aufwand erfasst werden könnten. Gemäß der Studien in [Schmidt00] ist davon
auszugehen, dass beide Effekte nicht signifikant sind, sodass auf die Erfassung selbiger ver-
zichtet werden kann, wie auch auf die Berechnung mit finiten Deformationen. Außerdem
kann die Simulation durch einen axialsymmetrischen Modellaufbau effizient in zwei Raum-
dimensionen durchgeführt werden. Ein beispielhaftes FE-Netz für eine Probe von 200µm
Einbetttiefe ist in Abbildung 5.10 dargestellt.
a) b)
Abbildung 5.10: a) Gesamtes FE-Netz für die Simulation des Pullout in der höchsten verwendeten
Auflösung und b) rot gekennzeichneter Ausschnitt um die eingebettete Faser. Matrixelemente sind
in weiß, Faserelemente in grau dargestellt.
Die Simulationen lieferten zunächst die erwartbaren Ergebnisse, welche in Form von Aus-
zugskurven in Abbildung 5.11 dargestellt sind. Die Interfaceschädigung initiiert an der ge-
mäß [Marotzke93] dominierenden Mode I Spannungssingularität an der Matrixoberfläche
und setzt sich von dort in die Tiefe fort. Die untersuchten Einbettlängen gingen mit 50µm
bis 250 µm über den experimentell geprüften Bereich hinaus. Sie sind dennoch ausreichend
kurz, sodass das Versagen fast synchron auf der gesamten Interfacelänge erfolgt, wodurch ein
beinahe linearer Zuwachs der maximalen Auszugskraft mit der Einbetttiefe beobachtet wer-
den kann. Entscheidend für diesen ist außerdem der im Experiment beobachtete langsame
Abfall der Kraft nach dem Überschreiten des Maximalwertes, der nach einem duktil parame-
trisierten CZ-Gesetz ohne scharfen Spannungsabfall verlangt. Den Simulationsergebnissen
in Abbildung 5.11 liegen die in Tabelle 5.1 aufgeführten CZ-Parameter zugrunde.
Die in Abbildung 5.11 a) gezeigten Ergebnisse beinhalten trockene Reibung. Da das ver-
wendete Epoxidharz näherungsweise keine chemische Schrumpfung aufweist, wurde die für
trockene Reibung unabdingbare Druckspannung im Interface durch thermisches Schrump-
fen der Matrix modelliert. Dieses tritt beim Abkühlvorgang von 70 ◦C auf Raumtempera-
tur nach dem Warmhärten auf. Mit einem Ausdehnungskoeffizient von αϑ = 65 · 10−6 K−1
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Abbildung 5.11: Auszugskurven von Pulloutsimulation unterschiedlicher Einbetttiefen unter Be-
rücksichtigung von Reibung.
sowie der Temperaturleitfähigkeit Dϑ = 0,17 mm2/s wurden für Epoxidharz Materialkenn-
werte im Rahmen von [VDI13] verwendet. Aufgrund des eine Größenordnung geringeren
Ausdehnungskoeffizienten der Glasfaser von etwa 5 · 10−6 K−1 und der beim Auszug homo-
genen Temperaturverteilung kann das Temperaturfeld in der Faser vernachlässigt werden,
wodurch auch kein Temperaturleitkoeffizient für selbige benötigt wird. Die Kalibierung des
erweiterten Maxwell-Modells erfolgte anhand von Relaxationsexperimenten von etwa 2 d
Versuchsdauer. Demnach würde während der Konditionierungsdauer, welche als mittlerer
Wert von 15 d zuzüglich 1 d Ruhezeit angenommen wurde, die Druckspannung fast vollstän-
dig ausrelaxieren. Um den Reibungseinfluss in der Simulation abschätzen zu können, wurde
die Druckspannung der Maxwell-Stufe mit der größten Zeitkostante konserviert, indem
die Zeitkonstante 7τ von 107 auf 108 gesetzt wurde. Die Simulation mit diesen Näherungen
ermittelt eine obere Grenze der Druckspannung in der Grenzfläche. Diese ergibt zusammen
mit einem Reibbeiwert von 4 die Reibkräfte in Abbildung 5.11, die immernoch deutlich unter
dem experimentell gemessenen Niveau in Abbildung 5.8 a) liegen. Noch höhere Reibparame-
ter erscheinen unrealistisch und führen zu zunehmend schlechter Konvergenz der Simulation.
Dieser Modellierungsansatz mit trockener Reibung ist demnach nicht geeignet zur Abbil-
dung des gemessenen Effektes. Mögliche Erklärungen der experimentellen Reibkraft liegen
in der Zunahme der Druckspannung durch eine Aufspreizung der Kontaktflächen, beispiels-
weise durch Oberflächenrauheit oder Abrieb. Eine weitere Alternative ist viskose Reibung,
die auch den plötzlichen Kraftanstieg bei Erhöhung der Auszugsgeschwindigkeit erklären
könnte, nicht aber den unmittelbar darauf folgenden Abfall auf das vorherige Niveau.
Der in Abbildung 5.8 a) gezeigte Verlust effektiver Einbettlänge ∆l wird von den Ma-
ximalkräften in Abbildung 5.11 weiterhin nicht abgebildet. Daran änderten weder die Ver-
wendung anderer CZ-Modelle etwas, noch die statistische Verteilung beispielsweise der Fes-
tigkeit entlang der Grenzfläche. Schließlich wurde die Simulation um das feuchteabhängige
Quellen der Matrix erweitert. Der Diffusionskoeffizient von Dc = 1,35 · 10−7 mm2/s für das
Matrixmaterial wurde gemäß Anhang A bestimmt, Ausdehnungskoeffizienten αϑ werden in
[Schürmann07] mit 0,146 bis 0,273 angegeben. Für die Glasfaser wurde keine Wasserauf-
nahme modelliert, wie auch die Temperaturverteilung in der Faser nicht berechnet wurde.
Damit kann die Eigendehnung beider Prozesse zusammen im Matrixmaterial durch eine
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Ersatzkonzentration cpseudo erfasst werden, welche der Differentialgleichung
∂cpseudo
∂t
= Dcpseudo,kk (5.22)
genügt. Die Ersatzkonzentration
cpseudo = c+
αϑ
αc
ϑ (5.23)
enthält neben der Konzentration c die Temperatur ϑ im Verhältnis ihrer Ausdehnungsko-
effizienten. Da der Prozess der Wärmeleitung lange vor Beginn der Feuchtediffusion ein
homogenes Temperaturfeld erreicht, können beide zeitlich getrennt werden, sodass wäh-
rend ersterem D = Dϑ und während letzterem D = Dc verwendet werden kann. Aufgrund
des Verhältnisses Dϑ/Dc ≈ 106 würde andernfalls die Zeit eines Prozesses um den Fak-
tor 106 verzerrt. Mithilfe dieser Analogie kann das Antrocknen der Matrixoberfläche nach
der Entnahme der Pulloutprobe aus dem Exsikkator simuliert werden. Nach einer Warte-
zeit von 1 h zum Ankleben des Faserendes stellt sich das in Abbildung 5.12 a) dargestellte
Vergleichsspannungsfeld ein. Durch die Schrumpfung ist eine Zugspannung an der Matri-
xoberfläche erkennbar, welche am Übergang zur Faser eine Vorbelastung der Grenzfläche
auf Zug darstellt. Diese fällt zu Versuchbeginn zusammen mit der dominanten und ver-
sagensinitiierenden Mode I Spannungssingularität an der selben Stelle. Die Vorbelastung
resultiert mit Beginn des Faserauszugs in einem Abfall der durch das Interface übertragba-
ren Schubspannung, siehe Abbildung 5.12 b). Unter Verwendung der nach [Schürmann07]
oberen Grenze αc = 0,273 konnte ein Verlust effektiver Einbetttiefe ∆l von etwa der Hälfte
des in Abbildung 5.8 a) beobachteten Wertes modelliert werden. Dabei ist zu beachten,
dass der experimentelle Wert aus Einzelwerten mit nicht vernachlässigbarer Streuung durch
Extrapolation ermittelt wurde und dementsprechend unsicher ist. Beispielsweise verringert
sich die Verlustlänge ∆l durch Einbeziehen der zweiten Charge in Abbildung 5.9 um über
30 %. Voraussetzung für eine signifikante Verlustlänge ∆l ist, dass das CZ-Modell gegenüber
der Vorbelastung in Normalenrichtung deutlich schwächer ist als gegenüber Schubbelastung.
Dies wird durch Parameter untot  uttot und Tnmax  Ttmax gewährleistet.
Als Arbeitshypothese wird der effektive Verlust an Einbettlänge ∆l zunächst der Schrump-
fung der Matrix durch Trocknung zugeschrieben. Die Anpassung der CZ-Parameter erfolgt
daher mit dem durch den Ursprung parallel verschobenen linearen Fit der maximalen Aus-
zugskraft bzw. der Auszugsarbeit gegenüber der Einbetttiefe, siehe Abbildung 5.13. Für die
Ausgleichsgeraden wurden nur die Proben mit Einbetttiefen l < 200 µm verwendet, da die
Streuung der Daten oberhalb dieser Länge stark zunimmt, siehe Abbildung 5.13. Weiterhin
hat die modellierte Reibung keinen Einfluss auf die maximalen Auszugskräfte. Überhaupt ist
sie für die Folgenden betrachteten Probleme von stark untergeordneter Bedeutung. Da die
Abbildung der Feuchtediffusion und der Reibung – zusammen mit der Berechnung des Wär-
meleitproblems – eine Vielzahl zusätzlicher und nicht genau bekannter Materialparameter
erfordert, wird sie im Folgenden vernachlässigt.
In einer Vorstudie wurde die Optimierung der CZ-Parameter durch die MATLAB®-
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Abbildung 5.12: Verteilung der von-Mises-Vergleichspannung σv in einer axialsymmetrischen
Simulation nach Trocknung der Matrixoberfläche a) vor Beginn des Auszugs der Faser und b) kurz
danach. Symbolisch ist der Verlust effektiver Einbettlänge ∆l eingezeichnet.
Routine lsqcurvefit untersucht. Dies erwies sich aber als nicht tragfähig. Gründe dafür
sind die Kombination von sechs zu optimierenden Materialparametern sowie das Fehlen
einer analytisch darstellbaren Jacobimatrix, was die benötigten Optimierungsschritte ver-
vielfacht. Insbesondere ist aber die Berechnung der Zielfunktion extrem zeitaufwändig, da
je Optimierungsschritt die Lösung von beispielsweise vier nichtlinearen FE-Simulationen für
je eine repräsentative Einbettlänge nötig ist.
Daher kamen konventionelle Parameterstudien zur Bestimmung der sechs CZ-Parameter
zum Einsatz. Neben der halbkugelförmigen Geometrie des Matrixtropfens wurden effizienter
vernetzbare blockförmige Geometrien für simplifizierte Parameterstudien zur Eingrenzung
von Parameterbereichen genutzt. Die Studien wurden durch Skripte vollständig automati-
siert. Sie offenbarten klare Sensitivitäten der Resultate gegenüber einzelnen Parametern.
Im Wesentlichen ist die Schubfestigkeit Ttmax ausschlaggebend für die maximale Auszugs-
kraft und deren Zunahme mit der Einbetttiefe. Die kritische Öffnung utkrit bestimmt die
Anfangssteifigkeit der Pulloutprobe und die Versagensöffnung utend die Auszugsarbeit in
Abbildung 5.13 b). Als experimentelle Auszugsarbeit wurde die durch die Grenzflächenschä-
digung dominierte Fläche unter der Auszugskurve bis zum Abfall auf das reibungsdominierte
Plateau gewertet, siehe Abbildung 5.7 a). Damit wird der größte Teil der Reibungsarbeit
ausgeschlossen. Der Anteil, der während des Auszugs auf der nur teilweise losgelösten Fa-
seroberfläche auftritt, ist so aber nicht separierbar. Gemäß des »shear-lag« Modells ist für
die Reibarbeit eine quadratische Abhängigkeit von der Einbetttiefe zu erwarten. Dies gilt
auch für ihren Anteil an der schädigungsdominierten Auszugsarbeit, was den progressiven
Anstieg der experimentelle Werte erklärt. Dementsprechend kann auch damit die Abwei-
chung zwischen dem linearen Fit und den Messwerten bei größeren Einbettlängen in Ab-
bildung 5.13 begründet werden. Unter Berücksichtigung der Bedingungen untot  uttot und
Tnmax  Ttmax haben die Parameter der Normalenrichtung keinen signifikanten Einfluss. Da-
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her wurde numerisch günstig unkrit = utkrit gewählt. Der komplette Parametersatz, welcher
den Ergebnissen in Abbildung 5.13 zugrunde liegt, ist in Tabelle 5.1 gegeben.
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Abbildung 5.13: a) Maximale Kraft im Pulloutversuch und b) Auszugsarbeit mit Parametri-
sierung der Grenzfläche gemäß Tabelle 5.1. Bei Fmax = 0 kann in a) der durch Schrumpfung im
Experiment verursachte Verlust effektiver Einbettlänge ∆l abgelesen werden.
Tabelle 5.1: Durch Anpassung an Pulloutexperimente erzielter CZ-Parametersatz.
Timax/MPa uikrit/µm uitot/µm G
CZ
i /Jm
−2
i = t 50 0,5 20 510
i = n 10 0,5 2 11,9
Experimentelle Überprüfung der Arbeitshypothese
Aus den vorangegangenen FE-Simulationen wurde geschlussfolgert, dass Schrumpfen durch
Trocknung für den Verlust effektiver Einbettlänge ∆l verantwortlich ist. Die Trocknung
tritt ein, wenn die bei 85 % relativer Luftfeuchte konditionierte Probe vor Beginn des Aus-
zugs dem Normklima von 50 % Feuchte ausgesetzt wird. Eine Überprüfung dieser Hypothese
durch Testen der konditionierten Proben in einem Klima von ebenfalls 85 % Luftfeuchtigkeit
war nicht möglich. Stattdessen konnten am IPF zwei weitere Chargen von Pulloutproben
geprüft werden, von denen eine bei 85 % relativer Feuchte und die andere bei 50 % Norm-
feuchte konditioniert wurde. Dabei kamen andere E-Glasfasern, aber das gleiche Epoxidharz
als Matrixmaterial, zum Einsatz. Von den geprüften Proben zeigten einige untypische Kraft-
Weg-Verläufe, die beispielsweise auf Faserrisse hindeuteten und daher aussortiert wurden.
Anhand der maximalen Auszugskräfte wurden die oben beschriebenen Fits bestimmt und
in Abbildung 5.14 eingezeichnet. Während die bei Normklima konditionierte Messreihe zu
einer vernachlässigbaren positiven Auszugskraft bei Einbettlänge Null extrapoliert, weist
die feucht konditionierte Messreihe wiederum eine signifikante Verlustlänge von konkret
∆l > 100 µm auf. Aufgrund der Streuung der einzelnen Experimente um die Fits weisen
diese Korrelationskoeffizienten r von nur 0,85 bzw. 0,71 auf. Das Ergebnis kann daher nicht
als Beweis, aber als Indiz zur Unterstützung der getroffenen Hypothese angesehen werden,
was für die weiteren Betrachtungen im Rahmen dieser Arbeit ausreicht. An Abbildung 5.14
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b) ist wiederum zu erkennen, dass die Auswertung nach [Zhandarov14] bei Vorliegen einer
Verlustlänge ∆l keinen guten Fit der Messwerte liefert.
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Abbildung 5.14: Maximalkräfte in Pullout-Testreihen mit a) bei Testklima konditionierter Matrix
und b) bei 85 % relativer Luftfeuchte konditionierter Matrix, welche vor Beginn an der Oberfläche
antrocknet. Während die Daten in a) mit einem Korrelationskoeffizient r = 0,85 linear zum Ur-
sprung extrapolieren, deuten die Punkte in b) mit r = 0,71 auf eine Verlustlänge ∆l > 100 µm bei
Fmax = 0 hin.
5.3.2 Einzelfaserfragmentierungsversuch
Bis auf das zusätzliche Einlegen eines Glasfaserfilaments vor dem Gießvorgang ist die Her-
stellung der Proben für Einzelfaserfragmentierungsversuche (SFFTs) identisch mit der der
Reinharzproben, siehe Abschnitt 4.2.1. Glasfaserfilamente wurden durch sorgfältiges Ver-
einzeln direkt aus einem Roving oder aus einem unidirektionalen Gelege gewonnen. Auf die
Probenfertigung wird detailierter in [Blobel10; Blobel13] eingegangen. Die Probenform wur-
de in Anlehnung an [DIN5272] für den SFFT entwickelt und im Rahmen des bearbeiteten
Projektes auch für die Reinharzexperimente verwendet. Sie ist in Abbildung 4.1 dargestellt.
Für ein Fragmentieren der Faser muss die Bruchdehnung der Faser geringer als die der Ma-
trix sein. Um das Saturierungsniveau der Fragmentierung zu erreichen ist typischerweise
mindestens die dreifache Bruchdehnung der Faser nötig, siehe [Tripathi98]. Die vergleichs-
weise hohe Duktilität der Matrix ist auch deshalb nötig, da Faserrisse häufig zu Anrissen
der Matrix führen, siehe Abbildung 5.15 a). Diese Relation wurde durch die Kombination
der am IPF hergestellten Glasfasern und des als Matrixmaterial gewählten Epoxidharzes
zunächst nicht eingehalten. Um dennoch Fragmentierungsverläufe aufnehmen zu können,
wurde einerseits eine langsame Belastungsgeschwindigkeit von 0,02 mm min−1 gewählt, was
imMessbereich einer Dehnrate von etwa 1 · 10−5 s−1 entspricht. Andererseits wurden die Pro-
ben abweichend vom Normklima feuchter konditioniert. Da eine Luftfeuchtigkeit von 65 %
nicht ausreichte, wurden 85 % gewählt. Diese Feuchte kann bei Raumtemperatur durch eine
gesättigte Kaliumchloridlösung stabil gehalten werden. Wie auch die Geschwindigkeitsab-
senkung erhöhte dies die Duktilität des Matrixmaterials. Während ohne diese Maßnahmen
die gesamte Zugrobe meist mit dem ersten Faserbruch komplett versagte, wurde mit ihnen
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in der Regel ein Sättigungsniveau der Fragmentierung vor dem Totalversagen der Probe
erreicht.
a)
b) c)
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Abbildung 5.15: Typische Bilder von Faserbrüchen a) mit einem geraden und zwei konischen
Matrixanrissen und b) ohne Matrixanriss im SFFT sowie c) Fragmentierungsverläufe geschlichteter
und ungeschlichteter Fasern als Anzahl der Faserbrüche im Messbereich über der Versuchsdauer
t. Dünne Linien stellen einzelne Experimente dar, dicke das Mittel. Das Plateau am Ende der
Versuchsdauer kennzeichnet das Sättigungsniveau.
Im Falle der verwendeten Fasern von durchschnittlich 38 µm Durchmesser weist der Ver-
suchskörper für den Fragmentierungstest im Messbereich einen Faservolumengehalt von
0,028 % auf. Während bei sehr starken Fasern je Faserbruch ein Kraftabfall beobachtet
werden kann, ist die Kraft-Weg-Kurve für die hier verwendeten Fragmentierungsproben
identisch mit der eines Reinharzprüflings, enthält also keine über die Reinharzprobe hin-
ausgehenden Informationen. Die Zunahme der Filamentbrüche mit der Zeit kann zusätzlich
akustisch oder optisch gemessen werden, für die dargestellten Versuche kam letztere Me-
thode zum Einsatz. Die Proben wurden in-situ mittels Spannungsoptik vermessen, wie in
[Blobel10; Blobel13] beschrieben. Faserbrüche sind im spannungsoptischen Bild deutlich
sichtbar, siehe Abbildung 5.16 a). Außerdem kann anhand des Zeitstempels des Bildes der
Zeitpunkt und damit die zugehörige Nenndehnung je Bruch bestimmt werden. Demgegen-
über war die ursprünglich angestrebte Messung der Grenzschichtrisslängen am Ende der
Filamentbruchstücke nicht erfolgreich, da unklar blieb, ob die im Mikroskop beobachtbaren
dunkeln Bereiche an den Enden der Faserfragmente Risse, Schädigung oder andere Effekte
darstellten, siehe Abbildung 5.15 a), b). Eine Aufklärung dieser Frage war auch mithilfe
optischer Kohärenztomographie und Mikro-Computertomographie nicht gelungen.
Zur Auswertung des SFFT wurden wie auch im Falle des Pulloutversuchs verschiedene
analytische Lösungen des Spannungsfeldes in und um die Faser entwickelt. Neben [Rosen65]
bildet wiederum [Cox52] mit der Idee der elastischen Bettung einen Ausgangspunkt für die
Entwicklung derartiger Modelle. Die in [Whitney87] präsentierte Lösung basiert auf eine
Zerlegung des Spannungszustandes in Nah- und Fernfeld sowie einem Ansatz für den Über-
gang. Ein anderes häufig weiterentwickeltes Modell beinhaltet [Nairn92], mit der Annahme
einer nur von der axialen Koordinate abhängigen axialen Spannung. Andererseits werden
beispielsweise in [Andersons01] Modelle genutzt, welche wie [Kelly65b] von einem imper-
fekten Interface ausgehen. Demnach stehen an einem Faserfragment, welches von beiden
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a)
b)
Abbildung 5.16: a) Spannungsoptische Aufnahme der Isochromaten SFFT. Um Faserbrüche sind
typische kreuzförmige Muster zu erkennen. In b) zeigen sich ähnliche Muster, welche aus einer
axialsymmeterischen FE-Simulation des Versuches stammen. Dazu wurde das Spannungsfeld in
das Isochromatenbild umgerechnet. Die weiße Linie in der Mitte stellt die Faser dar, für die keine
Berechnung der Isochromatenordnung erfolgte.
spannungsfreien Enden ausgehend eine Lasteinleitung durch eine konstante Interfaceschub-
spannung τmax erfährt, die maximale einachsige Spannung σmax, der Faserradius R und die
kritische Fragmentlänge lkrit im Verhältnis
σmax
τmax
=
R
lkrit
. (5.24)
Die Situation unterscheidet sich im Vergleich zum Pullout mit Formel (5.21) nur durch die
Lasteinleitung von beiden Faserenden. Eine einfache Erweiterung
σm(l
∗)
τmax
= CKor
R
l∗
. (5.25)
der obigen Formel soll die enthalten Idealisierungen durch einen Korrekturfaktor CKor in
l∗ = CKorlkrit berichtigen. Es wurden die mittlere Fragmentlänge l∗ und die zugehörige mitt-
lere Spannung σm(l∗) eingesetzt.
Aufgrund der Faserfestigkeit, welche in der Regel als zufällig verteilt angesehen wird,
erfordert der SFFT im Gegesatz zum Pullout zwingend statistische Betrachtungen. Un-
ter der Annahme einer Gleichverteilung der Fragmentlängen zwischen lkrit/2 und lkrit wurde
beispielsweise CKor = 3/4 vorgeschlagen [Wimolkiatisak89]. Auf Basis linearer sowie bilinea-
rer Spannungseinleitung in die Faser werden in [Henstenburg89] Monte-Carlo-Simulationen
durchgeführt, auf Basis derer der Korrekturfaktor CKor abhängig vom Weibull-Modul m
als CKor ∈ [0,669; 1] ermittelt wird. Für diese Spannungsverteilungen sowie für eine elastische
Erweiterung stellt [Curtin91] Differentialgleichungen für den Fragmentierungsverlauf und die
Fragmentverteilung auf und untersucht die Eignung ihrer Lösungen zur Anpassung derWei-
bull- und Interfaceparameter. Den Methoden aus [Henstenburg89; Curtin91] ist gemein,
dass sie keine geschlossene Lösungsdarstellung erlauben, sondern eine iterative Anpassung
der Modellparameter erfordern. Ohne die Notwendigkeit einer Aussage zur Spannungsvertei-
lung werden in [Curtin94] Methoden zur Ermittelung des Weibull-Moduls m anhand von
Fragmentlängenverteilungen diskutiert. Dabei wird nur der Beginn der Fragmentierung ge-
nutzt, da zu diesem Zeitpunkt die Wechselwirkung zwischen den Faserbrüchen noch schwach
ist, sodass Annahmen über die Spannungsverteilung vernachlässigt werden können.
Wie auch der Pullout werden Durchführung und Auswertung des SFFT seit Jahrzehnten
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stetig weiterentwickelt, sodass hier nur eine Einordnung in die Literatur angestrebt werden
kann. Es existieren Übersichtsartikel zum SFFT im Allgemeinen [Tripathi98], mit Schwer-
punkt auf verschiedene analytische Modelle des Spannungszustandes [Feillard93] bzw. auf
die allgemeine Versuchsauswertung [Mendels01]. Insbesondere weist [Feillard93] darauf hin,
dass sich Matrixmaterialien in der Regel nicht linear-elastisch bis zum Einsetzen perfek-
ter Plastizität verhalten, weshalb Kelly’s Annahme einer konstanten Schubspannung τmax
meist eine recht grobe Näherung ist. Ähnlich äußert sich [Mendels01], nach dem Modelle
mit elastischer Bettung nach Cox zwar einen qualitativen Vergleich verschiedener Mate-
rialien erlauben, aber keine quantitative Charakterisierung von Grenzflächeneigenschaften.
Tatsächlich kann eine elastische Bettung eine Öffnung des Faserrisses und damit eine Entlas-
tung der Faserenden am Bruch nur bei Existenz eines Matrixanrisses abbilden. Das Bruch-
problem der Matrix wird aber in der Regel nicht betrachtet. Neben einer konstanten Schub-
spannung oder perfekter Anhaftung in der Grenzfläche sind weitere typische Idealisierungen
Spannungszustände der Matrix, welche nur von der axialen Koordinate abhängen, die Ver-
nachlässigung der endlichen Probenlänge, sich gegenseitig nicht beeinflussende Faserbrüche
sowie die Verwendung homogener mittlerer Fragmentfestigkeiten. Analytische Lösungen des
Spannungs- bzw. Verzerrunngszustands erfüllen in der Regel nicht im gesamten Feld kinema-
tische und kinetische Zulässigkeit sowie alle Randbedingungen. Naturgemäß kommen auch
aktuelle Veröffentlichungen nicht ohne derartige Vereinfachungen aus, wenn geschlossene
Formeln zur Auswertung bereitgestellt werden sollen, siehe [Sørensen17].
Weniger restriktive Annahmen für die Spannungs- und Dehnungsverteilung trifft [Oka-
be02] und löst die entstehenden Gleichungen numerisch. Um derartige Annahmen ganz zu
vermeiden und den lokal inhomogenen Charakter der Felder zu erfassen, ist eine FE-Analyse
des SFFT naheliegend. Damit bestimmt [Johnson06] die Spannungsverteilung um einen
einzelnen Faserriss unter Berücksichtigung elastisch-plastischen Matrixmaterials sowie des
Matrixanrisses, aber ohne Grenzschichtablösung. Zahlreiche FE-Simulationen von Einzelfa-
serexperimenten hat beispielsweise die Gruppe um Nishikawa, Okabe und Takeda ver-
öffentlicht, siehe [Nishikawa08b; Nishikawa08a] für den SFFT aus Carbonfaser-Epoxidharz.
Dabei wird linear verfestigendes Matrixmaterial verwendet sowie CZ-Elemente für Matrix-
und Interfacerisse. Die Faserrisse werden an a priori festgelegten Stellen durch das Lösen
von Faserelementen eingefügt. Demgegenüber verwendet [Wang13] eine konstante Faser-
festigkeit, Kontinuumsschädigungsmodelle für Faser und Matrix sowie ein bilineares TSL
für die Grenzflächenschädigung. Allen Simulationen ist die Ausnutzung der Axialsymmetrie
gemein.
Auch in der vorliegenden Arbeit wird der SFFT axialsymmetrisch simuliert. Dazu wurde
in einer Vorstudie ein einzelner Faserriss im dreidimensionalen Modell mit quadratischem
Probenquerschnitt betrachtet. Es zeigte sich, dass das Spannungsfeld bis zu einem Radi-
us von 1 mm um die Mittelachse zu einem in guter Näherung konstanten Fernfeld abge-
klungen ist, sodass eine Modellierung der Probe mit einem kreisförmigen Querschnitt von
1 mm Radius ausreichend ist. Als Materialmodell kam das in Abschnitt 4.2.2 parametrisier-
te verallgemeinerte Maxwell-Modell zum Einsatz. Für die auch im Pullout verwendeten
geschlichteten Fasern wurden Matrixanrisse beobachtet, wie eingangs beschrieben und in
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Abbildung 5.15 a) dargestellt. Die gemessene mittlere Risslänge betrug 15 µm. Bei Verwen-
dung der ungeschlichteten Fasern traten keine Matrixanrisse auf. Dieser Wechsel des typi-
schen Schädigungsbildes von der Faserablösung hin zum Matrix(an)riss bei zunehmender
Interfacehaftung wird auch in [Nishikawa08a] beschrieben. Da Matrixanrisse vom verwen-
deten Matrixmodell nicht abgebildet werden können, erfolgte ihre Einbringung zusammen
mit den Faserrissen durch das Löschen einer der Risslänge entsprechenden Elementreihe
in radialer Richtung. Faserbrüche wurden bei Überschreiten der zulässigen Spannung aus-
gelöst. Dazu kamen entlang der axialen Koordinate Weibull-verteilte Festigkeiten zum
Einsatz. Die Auflösung der Festigkeitsverteilung wurde unabhängig von der Auflösung der
FE-Diskretisierung und höher als diese gewählt. Der einem Element zugewiesene Festig-
keitswert ermittelte sich aus dem minimalen Wert innerhalb des von diesem Element abge-
deckten Bereichs der axialen Koordinate. Diese Methode stellt sicher, dass eine bestimmte
Festigkeitsverteilung mit dem zugehörigen Fragmentierungsverlauf in verschieden Auflösun-
gen simuliert werden kann. Abbildung 5.17 zeigt verwendete FE-Netze. Parameterstudien
wurden mit der in a) und b) dargestellten Feinheit durchgeführt, die Verifizierung der Er-
gebnisse erfolgte mit der Auflösung in c) und d), was die Netzunabhängigkeit der Simulation
sicherstellt. Der in a) dargestellte Schulterradius gewährleistet, dass die Zunahme der Quer-
schnittsfläche mit der im Experiment verwendeten Probe rechteckigen Querschnitts über-
einstimmt. In Simulation und Experiment fanden alle die Faserbrüche Berücksichtigung,
die innerhalb des parallelen Messbereichs von 20 mm und beidseitig 1 mm darüber hinaus
auftraten. Abbildung 5.16 zeigt die qualitative Übereinstimmung von Isochromatenbildern,
in Simulation und Experiment. Die Berechnung der Isochromatenordnung erfolgte anhand
der integralen »sekundären Hauptspannungsdifferenz« der dreidimensionalen Probe gemäß
der Gesamtspannung im axialsymmetrischen Modell, siehe z. B. [Mönch81].
a)
b) c) d)
Abbildung 5.17: Axialsymmetrische FE-Netze, wie sie in der Simulation des SFFT zum Einsatz
kamen. Dargestellt sind a) die gesamte Geometrie von 1 mm Höhe, b) das rote Segment aus dieser
über die gesamte Höhe, c) dieses Segment in der höchsten verwendeten Auflösungsstufe und d)
der rote Ausschnitt aus diesem in Fasernähe. Matrixelemente sind in weiß, Faserelemente in grau
dargestellt.
Nach Identifizierung der elastischen Eigenschaften des Fasermaterials und der viskoelas-
tischen Parameter des Matrixmodells enthalten die hier verwendeten Materialgesetze noch
sechs unbekannte Parameter für das TSL sowie zwei weitere für die Weibull-Verteilung.
Der SFFT ist ein Versuch zur Charakterisierung der Schubeigenschaften der Grenzfläche
77
5 Charakterisierung von Grenzschichten
und damit wenig sensitiv gegenüber den Mode I beschreibenden Parametern. Für diese wer-
den daher die anhand des Pullout identifizierten Werte verwendet. Außerdem wird utkrit aus
Tabelle 5.1 übernommen, sodass die wichtigsten Parameter Festigkeit Ttmax und Energie-
freisetzungsrate GCZt als Unbekannte zur Identifikation anhand des SFFT gewählt werden
können. Von den beiden Unbekannten derWeibull-Verteilung kann eine eliminiert werden.
Dazu wird die mittlere Faserspannung σm20 beim ersten Bruch aus der zugehörigen gemesse-
nen Bruchdehnung und dem E-Modul berechnet. Der Fehler in dieser Berechnung aufgrund
der Abweichung vom einachsigen Spannungszustand durch die Querkontraktion der Ma-
trix ist vernachlässigbar. Die Spannung kann mit der mittleren Festigkeit bei Messlänge l20
gleichgesetzt werden, was zur Bestimmungsgleichung
σ0 = σm20
(
l20
l0
) 1
m
Γ−1
(
1 +
1
m
)
(5.26)
für den Skalenparameter σ0 in Abhängigkeit vom Weibull-Modul m führt. Damit verblei-
ben zur Bestimmung in einer Parameterstudie Ttmax , GCZt und m.
Aufgrund der statistisch verteilten Faserfestigkeit weist die Simulation wie das Experiment
eine Streubreite im Fragmentierungsverlauf auf. Zur Parameteridentifikation an Fragmen-
tierungskurven ist eine breite Streuung unerwünscht, da in diesem Fall viele Simulationen
durchgeführt werden müssen, um eine mittlere Kurve zuverlässig zu berechnen. Die Ermitt-
lung statistisch verteilter Festigkeitswerte kann durch Invertieren der Weibull-Verteilung
(4.27) und Einsetzen von Wahrscheinlichkeitsniveaus erfolgen. Anstatt N Wahrscheinlich-
keitsniveaus mittels gleichverteilter Zufallszahlen zu erwürfeln, wurden zur Parameteran-
passung N gleichverteilte Wahrscheinlichkeitslevel von 1
2N
bis 1 − 1
2N
ohne Zufallseinfluss
verwendet. Bei wiederholten Rechnungen mit unveränderten Parametern der Weibull-
Verteilung werden so identische Faserfestigkeiten errechnet, die nur noch örtlich zufällig
verteilt sind, was die gewünschte Reduzierung der Streubreite bewirkt.
Die durchgeführte Parameterstudie offenbarte wie im Falle des Pullouts klare Sensitivi-
täten der Fragmentierungskurve gegenüber den Modellparametern. So ist der anfängliche
Anstieg der Bruchanzahl vornehmlich vom Weibull-Modul m abhängig, während das Sät-
tigungsniveau vor allem von der Festigkeit Ttmax bestimmt wird. Der Einfluss der Energie-
freisetzungrate GCZt auf die Sättigung ist deutlich geringer. Dies liegt darin begründet, dass
die tangentiale Grenzflächenöffnung beispielsweise im Falle der geschlichteten Faser nur et-
wa 20 % der Versagensöffnung beträgt, womit nur ein kleiner Teil der potentiell möglichen
Energie durch das CZ-Modell dissipiert wird. Aus diesem Grund ist auch die Vernachlässi-
gung von Reibungseffekten in der Modellbildung gerechtfertigt. Die Fragmentierungskurven
nach manueller Anpassung der drei freien Parameter sind in Abbildung 5.18 dargestellt.
In dieser abschließenden Validierung kam anders als während der Parameteridentifkikation
wieder eine vollständig zufällige Verteilung der Festigkeiten anhand zufälliger Wahrschein-
lichkeitsniveaus zum Einsatz.
Die identifizierten Parameter sind in Tabelle 5.2 zusammengestellt. Im Falle des SFFT
wurde die Festigkeit in Schritten von 5 MPa und die Energiefreisetzung in Schritten von
50 J/m2 variiert. Für die geschlichtete Faser, für die auch Pulloutexperimente durchgeführt
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Abbildung 5.18: Fragmentierungskurven in Simulation und Experiment für geschlichtete und
ungeschlichtete Fasern. Dünne Linien repräsentieren einzelne Proben, dicke mittlere Verläufe.
Tabelle 5.2: Vergleich von in verschiedenen Experimenten bestimmten Materialparametern. Die
notiertenWeibull-Moduln des Einzelfaserzugversuches entstammen der Anpassung derWeibull-
Verteilung bei unterschiedlichen Messlängen, siehe Abbildung 4.15 a).
geschlichtete Faser ungeschlichtete Faser
Ttmax/MPa G
CZ
t /Jm
−2 m/− Ttmax/MPa GCZt /Jm−2 m/−
SFFT 50 500 14 45 450 18
Pullout 50 510 keine Experimente
Einzelfaserzugversuch 3 – 8 3 – 6
wurden, ist eine derartig gute Übereinstimmung der Grenzflächenparameter erstaunlich, ins-
besondere angesichts der im CZ- und Reinharzmodell beinhalteten Vereinfachungen sowie
der Tatsache, dass Pullout und SFFT unterschiedliche mehraxiale Beanspruchungen des
Interface erzeugen. Demgegenüber liegen die Weibull-Moduln für beide Fasertypen nicht
in dem Bereich, welcher anhand der Einzelfaserzugversuche bei verschiedenen Messlängen
bestimmt wurde. Einerseits ist eine Veränderung der Faserfestigkeit durch den Prozess der
Probenherstellung denkbar. Andererseits weist die an ungeschlichteten Fasern gemessene
mittlere Festigkeit bei 20 mm Messlänge mit 2224 MPa eine Abweichung von nur 0,4 % ge-
genüber Einzelfilamentmessungen auf. Im Falle der geschlichteten Faser wurden im SFFT
1477 MPa gemessen, womit die Abweichung zur Einzelfilamentmessung 38 % beträgt. Als
Ursache dafür wird die Alterung der Faser in lange gelagerten Proben angesehen, denn kurz
gelagerte Einzelfaserfragmentierungsproben zeigten eine mittlere Festigkeit von 2300 MPa
und damit nur 1,6 % Abweichung.
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6 Homogenisierung bei
Dehnungslokalisierung
Mit dem Auftreten einer Dehnungslokalisierung in einer Struktur verändert sich der Charak-
ter des mechanischen Problems grundlegend. Bedingt wird eine solche Lokalisierungszone
durch entfestigendes Materialverhalten, also ein Abfallen der Spannung bei Erhöhen der
Dehnung. Mathematisch betrachtet führt das zum Verlust der Elliptizität der Differenti-
algleichung des statischen Gleichgewichts durch Eigenwerte der Tangentensteifigkeit von
Null oder kleiner. Diese Beobachtung geht zurück auf [Hadamard03], Konsequenzen für die
Modellierung diskutiert beispielsweise [Kuhl00]. Typischerweise tritt diese Entfestigung zu-
nächst lokal auf. Breitet sie sich über einen gesamten Querschnitt aus, so kommt es ohne
Regularisierung zur Konzentration unendlicher Verzerrungen in einer Querschnittsfläche, al-
so einem Verschiebungssprung bzw. Riss. In [Bažant85] wird eine solche Lösung analytisch
am Beispiel eines Stabes gegeben.
Eine Auswirkung der veränderten mechanischen Charakteristik ist, dass nun auch das
Material eine charakteristische Länge aufweist. Während die Abmessung maßstabsgetreuer
Strukturen vor dem Einsetzen der Entfestigung ohne Einfluss auf die auftretenden Span-
nungen ist, besteht dieser Einfluss im nachkritischen Verhalten sehr wohl. Inwiefern dies
relevante Auswirkungen auf Homogenisierungsverfahren hat, soll zunächst an einem Gedan-
kenexperiment motiviert werden.
Die typische Abmessung von Filamenten in FKV liegt im unteren µm-Bereich. Verwen-
det man der Einfachheit halber eine Einheitszelle (siehe Abbildung 3.2) als RVE, so liegen
deren Abmessungen etwa im zweistelligen µm-Bereich. Führt man andererseits Experimen-
te an Proben des FKV durch, so können diese Messlängen im zweistelligen mm-Bereich
aufweisen. Wird Entfestigung bzw. Versagen betrachtet, so lokalisiert sowohl in der Simula-
tion wie auch im Experiment die Schädigung in einem Querschnitssbereich und führt zum
Bruch. Nun werden Spannung und Verzerrung durch ungewichtete Volumenmittel im RVE
einerseits und andererseits über der Querschnittsfläche bzw. Messlänge der Probe gemittelt.
Danach werden die Spannungs-Dehnungs-Kurven von Simulation und Experiment gleichge-
setzt. Anhand der genannten Beispielabmessungen unterscheiden sich nun die Volumina der
entlasteten Materialbereiche pro Versagensquerschnitt zwischen Simulation und Experiment
um einen Faktor der Größenordnung 1000 = mm/µm. Weiterhin wird in diesem Gedanken-
experiment von sprödem Versagen ausgegangen, bei dem aufgrund des plötzlichen Eintretens
die Bruchenergie näherungsweise allein durch die elastisch in der Probe gespeicherte Ener-
gie bereitgestellt werden kann. Mit den Volumina ungeschädigten Materials unterscheiden
sich nun auch die kritischen Energiefreisetzungsraten zwischen Simulation und Experiment
81
6 Homogenisierung bei Dehnungslokalisierung
um einen Faktor der Größenordnung 1000 bei scheinbar identischer Spannungs-Dehnungs-
Kurve.
σRVE
εRVE
σAusschnitt
εAusschnitt
σNenn
εNenna)
b)
σRVE
εRVE
σAusschnitt
εAusschnitt
σNenn
εNenn
Abbildung 6.1: Qualitative Spannungs-Dehnungs-Kurven bei ungewichteter Volumenmittelung
der Dehnung über einem RVE (εRVE), dem von einem Extensometer erfassten Probenausschnitt
(εAusschnitt) sowie einer gesamter Probe (εNenn). a) Um eine moderate Entfestigung der Gesamt-
probe abzubilden ist auf der RVE-Ebene beinahe keine Entfestigung zu modellieren. b) Wird die
makroskopisch gemessene Spannungs-Dehnungs-Kurve dem RVE zugeordnet, so entspricht dieses
Materialverhalten einem plötzlichen spröden Versagen der Gesamtprobe.
Dieser Faktor sinkt ab bei duktilem Versagen, bei dem über längere Versagenszeiträume
ein Anteil der Energiedissipation durch die Maschinenleistung beigesteuert wird. Weiter-
hin ist eine Verschiebungsmessung durch ein Extensometer mit Messlänge im einstelligen
mm-Bereich bis hin zu hochauflösenden Oberflächenmessverfahren mit Auflösung im ein-
stelligen µm-Bereich möglich. Im spröden Fall beträgt der Fehler dann 100 bis 0,1. Da die
Messlänge nicht ohne Weiteres an die RVE-Größe angepasst werden kann, verbleibt der
Fehler signifikant. Diesen Sachverhalt illustriert Abbildung 6.1. Die Verwendung klassischer
Homogenisierung wie in [Müller14; Hühn16] kann demnach keine verlässliche Schädigungs-
modellierung gewährleisten.
Davon abgesehen besteht ein weiteres Problem in der Verwendung der am RVE iden-
tifizierten Spannungs-Dehnungs-Kurve. Aufgrund ihrer Längenabhängigkeit besitzt sie nur
Gültigkeit für finite Elemente, deren Abmessung dem RVE entspricht. Zur effizienten Be-
rechnung makroskopischer Bauteile sind diese aber deutlich zu klein. Die Eliminierung einer
solchen Netzabhängigkeit ist prinzipiell mit Regularisierungsmethoden möglich, siehe z. B.
[Peerlings99] und für eine Übersicht [Kuhl00].
6.1 Volumenmittelung von Versagenszonen
In [Gitman07] wurde für entfestigendes Materialverhalten der Verlust der Konvergenz des
Sekantenmoduls mit der RVE-Größe dokumentiert. Der statistisch repräsentative Charakter
ist damit nicht mehr gegeben, im Wortsinn existiert kein RVE mehr. Um dennoch schädi-
gungsbehaftete mehrskalige Phänomene modellieren zu können, wurden verschiedene Ho-
mogenisierungsverfahren entwickelt, die die Repräsentativität wiederherstellen. Letztendlich
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besteht das Problem in der Mittelung über variierende Volumenanteile entfestigenden und
entlastenden Materials. Dementsprechend basieren die im Folgenden genannten Lösungs-
ansätze auf der Trennung des schädigenden Materialverhaltens in der Lokalisierungszone,
welche nicht mit der RVE-Größe skaliert, vom Rest des RVE.
In [Belytschko08] und [Song09] wird der effektive Deformationsgradient für eine FE2-
Rechnung nur über den Bereichen des RVE gemittelt, dessen Material die Elliptizitätsbe-
dingung erfüllt. Normalenvektor und Verschiebungssprung der Makro-Diskontinuität werden
so bestimmt, dass sie die Differenz zwischen effektivem und gesamtem Deformationsgradient
quadratisch minimieren. Bei Bedarf werden auch mehrere Makro-Diskontinuitäten eingefügt.
Alternativ dazu wird in [Verhoosel10] von der inelastischen Gesamtdeformation des RVE
die linear elastische Deformation unter Verwendung der Anfangstangentensteifigkeit abge-
zogen. Die verbleibende Differenz wird als Rissöffnung definiert. Das so ermittelte Kohäsiv-
zonenmodell enthält damit alle nach Rissinitialisierung auftretenden nichtlinearen Effekte,
sowohl aus der Lokalisierungszone, wie auch aus dem restlichen RVE-Volumen.
Der Ansatz aus [Nguyen10] ähnelt dem aus [Belytschko08]. Anstatt des Elliptizitäts-
kriteriums wird das lokale Anwachsen des Kontinuumsschädigungsparameters als Krite-
rium zur Identifikation der Lokalisierungszone angewendet. Die Ermittlung makroskopi-
scher Spannungs-Dehnungs-Beziehungen wird in [Nguyen11] weiterentwickelt zur Bestim-
mung makroskopischer Kohäsivzonenmodelle unter Verwendung von Ergebnissen aus [Ver-
hoosel10].
Den Verlust der makroskopischen Elliptizität des RVE verwendet [Sánchez13], um vom
klassischen Homogenisierungsschema ebenfalls zur Bestimmung eines makroskopischen Ko-
häsivzonenmodells überzugehen. Die Lokalisierungszone wird zu diesem Zeitpunkt in einem
zusätzlichen Inkrement bestimmt. Es werden alle Punkte mit einer positiven Projektion der
Fluktutation der Dehnrate in Richtung der diskontinuierlichen Makrodeformation verwen-
det. Im Gegensatz zu den vorigen Ansätzen wird die Makrodeformation in den folgenden
Inkrementen getrennt auf die Lokalisierungszone und den Rest des RVE aufgeprägt. Wei-
terentwicklungen des Schemas finden sich in [Toro14] mit verallgemeinerten periodischen
Randbedingungen und in [Toro16] für die Verwendung von Kohäsivzonenmodellen statt
Plastizität auf Mikroebene.
Eine a priori vorgegebene mögliche Schädigungszone findet Verwendung in [Oliver15],
welche praktisch durch Kohäsivzonenelemente im RVE realisiert wird. Die Richtung und
der Verschiebungssprung der Lokalisierungszone werden dann über den aktiven Kohäsivzo-
nen gemittelt, während die makroskopische Spannung aus der gemittelten Steifigkeit unter
Ausschluss der potentiellen Schädigungszone berechnet wird.
Der Ansatz von [Coenen12b] basiert auf der Bestimmung der Lage der Lokalisierung im
RVE mithilfe einer Hough-Transformation. Der makroskopische Verschiebungssprung mini-
miert die integrale quadratische Verschiebungsfluktuation im RVE und wird durch Lagran-
ge-Parameter auf der Makroskala eingebunden. Ein Split des Volumens auf der Mikroskala
ist damit nicht nötig, die effektive Spannung wird über dem Gesamtvolumen gemittelt.
Die bisher genannten Ansätze basieren auf der erwähnten getrennten Mittelung des schä-
digenden Materialverhaltens in der Lokalisierungszone und des ungeschädigten Verhaltens
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im Rest des RVE. Ein alternativer Ansatz zur Erfassung des Größeneinflusses des RVE
wurde mit der Homogenisierung höherer Ordnung verfolgt. Dieser Ansatz verbessert die
Behandlung von leichten Dehnungslokalisierungen, nicht jedoch von scharf abgegrenzten
Zonen, welche kleiner als die RVE-Abmessungen sind. Ein Homogenisierungsschema zweiter
Ordnung wurde, wie in Kapitel 3 eingangs erklärt, in [Kouznetsova02a] vorgeschlagen.
Auch nach dem Einsetzen der Dehnungslokalisierung steht damit eine Vielzahl von An-
sätzen für valide Homogenisierungsverfahren bereit. Angesichts der möglichen Lösungen
kann auf einschränkende Annahmen, wie die von der Gruppe um Toro und Sánchez vor-
geschlagene Aufteilung der Makrodeformation auf die Schädigungszone und das restliche
RVE, verzichtet werden. Ebenso gilt dies für die Hypothese rein elastischen Verhaltens im
restlichen RVE nach Verhoosel. Stattdessen wird hier auf die Grundidee Belytschko’s
und die Vereinfachung durch Ersetzen des Elliptizitätskriteriums nach Nguyen verwiesen.
6.2 Adaptive Randbedingungen
Die Mehrheit numerischer Homogenisierungsrechnungen an RVEs verwendet periodische
RB. Diese erzwingen die Periodizität des gesamten Deformationsfeldes, einschließlich Loka-
lisierungszonen. Zulässige Verläufe derselben sind parallel zu den RVE-Seiten, diagonal, oder
in mehreren Bändern, deren Schnitte mit gegenüberliegenden Randflächen deckungsgleich
sind, wobei die Optionen in dieser Reihenfolge zunehmend energetisch unattraktiv werden.
Praktisch sind daher in aller Regel seitenparallele Zonen beobachtbar, siehe auch [Glüge12].
Dies stellt eine ungewünschte Einschränkung dar, da für beliebige Belastungen des RVE
auch beliebig ausgerichtete Lokalisierungszonen zu erwarten sind. Letztere werden durch
minimal kinematische RB ermöglicht. Da diese außer dem Einhalten der Verzerrungsäqui-
valenz keine weiteren Zwänge beinhalten, wird die Lage der Lokalisierungszone allein durch
energetische Kriterien festgelegt, d.h. die Region mit der geringsten kritischen Energiefrei-
setzungsrate wird lokalisieren. Eine Region, die bis ins Innere des RVE reicht, muss aufgrund
kinematischer Zulässigkeit eine recht große Lokalisierungszone erzeugen. Eine geringe Ener-
giefreisetzung ist daher für kleine Regionen in der Nähe der RVE-Oberfläche zu erwarten.
Die Ablösung einer solchen Region durch Entfestigung der Zone, welche sie mit dem Rest
des RVE verbindet, ist zwar im Rahmen von MKRB kinematisch zulässig, lässt das rest-
liche RVE jedoch näherungsweise unbelastet zurück und widerspricht damit ebenfalls der
Erfahrung. Dementsprechend wird dieser Versagensfall auch als fehlerhafte Lokalisierung
(»spurious localization«) bezeichnet, siehe beispielsweise [Coenen12b]. Es existieren daher
in der Literatur Vorschläge für Randbedingungen, welche beliebige, aber möglichst keine
fehlerhaften Lokalisierungszonen zulassen sollen.
Für die im Folgenden vorgestellten Randbedingungen ist der Nachweis der Arbeitsäquiva-
lenz (3.17) teilweise sehr umfangreich. Darum erfolgt hier eine verallgemeinerte Betrachtung,
welche der für PRB in Abschnitt 3.2.2 angewendeten Beweisidee folgt. Es wird zunächst das
Gleichgewicht des RVE bei einer fixierten Makroverzerrung εMlk betrachtet. Die Randbedin-
gungen werden mittels Lagrange-Parameter eingearbeitet, woraus sich Konsequenzen für
den Randspannungsvektor ergeben. Diese werden in einem zweiten Schritt zur Auswertung
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der Arbeitsäquivalenz (3.14) genutzt. Die zu berücksichtigenden Randbedingungen lauten
in Nullform
Glk =
1
V0
∫
∂Ωˆ
ulnkdA− εMlk = 0 (6.1)
Gpk =
1
V0
∫
∂Ωˆp−
JukK− εMklJxlK︸ ︷︷ ︸
gˆpk
dAˆp− = 0 ∀ p ∈ [1, n] (6.2)
gqk = JukK− εMklJxlK = 0 ∀ xw ∈ ∂Ωq,q ∈ [1,m]. (6.3)
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Summationskonvention nur für tiefgestellte
Indizes anzuwenden ist. Die virtuelle Arbeitsdichte mit Nebenbedingung
δL =
1
V0
∫
Ω
σklδεlkdV − λˆklδGlk −
n∑
p=1
λˆpkδG
p
k −
m∑
q=1
1
V0
∫
∂Ωq−
λqkδg
q
kdA
q− (6.4)
wird zur Analyse des Gleichgewichts bei fixer Beanspruchung mit δεMkl = 0 betrachtet. In
Abhängigkeit der Variation der Verschiebung δul ergibt sich
V0δL =
∫
∂Ω
tlδuldA−λˆkl
∫
∂Ωˆ
δulnkdA−
n∑
p=1
λˆpk
∫
∂Ωˆp−
∂gˆpk
∂JulKJδulKdAˆp−−
m∑
q=1
∫
∂Ωq−
λqk
∂gqk
∂JulKJδulKdAq−.
(6.5)
Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann für die Lagrange-Parameter
λˆkl = 0 ∀ ∂Ω\∂Ωˆ (6.6)
λˆpk = 0 ∀ ∂Ω\(∂Ωˆp− ∪ ∂Ωˆp+) (6.7)
λqk = 0 ∀ ∂Ω\(∂Ωq− ∪ ∂Ωq+) (6.8)
(6.9)
und für die Ableitungen
∂gˆpk
∂ul
=
{
−δkl ∀ xw = ∂Ωˆp−
δkl ∀ xw = ∂Ωˆp+
∂gqk
∂ul
=
{
−δkl ∀ xw = ∂Ωq−
δkl ∀ xw = ∂Ωq+
(6.10)
dAˆp−
dA
=
1 ∀ xw = ∂Ωˆ
p−
dAp−
dAp+
∀ xw = ∂Ωˆp+
dAq−
dA
=
1 ∀ xw = ∂Ω
q−
dAq−
dAq+
∀ xw = ∂Ωq+
(6.11)
definiert werden. Desweiteren können die Sprungterme aufgelöst werden in
∂g
∂JulKJδulK = ∂g∂JulK (δu+l − δu−l ) = ∂g∂ul δul
∣∣∣∣
x+k
+
∂g
∂ul
δul
∣∣∣∣
x−k
. (6.12)
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Somit kann Gleichung (6.5) unter einem Integral zusammengefasst werden. Aus
V0δL =
∫
∂Ω
tlδul − λˆklδulnk −
n∑
p=1
λˆpk
∂gˆpk
∂ul
δul
dAˆp−
dA
−
m∑
q=1
λqk
∂gqk
∂ul
δul
dAq−
dA
dA = 0 (6.13)
folgt die Konsequenz
tl = λˆklnk +
n∑
p=1
λˆpk
∂gˆpk
∂ul
dAˆp−
dA
+
m∑
q=1
λqk
∂gqk
∂ul
dAq−
dA
(6.14)
für den Randspannungsvektor. Damit ist analog zu (3.28) die Gleichgewichtsbedingung aus-
gewertet.
Dieses Zwischenergebnis kann in das Integral
∫
∂Ω
tlδuldA eingesetzt werden. Durch Um-
formung in Integrale über Teilgebiete erhält man wieder∫
∂Ω
tlδuldA = λˆkl
∫
∂Ωˆ
nkδuldA+
n∑
p=1
λˆpk
∫
∂Ωˆp−
∂gˆpk
∂JulKJδulKdAˆp− +
m∑
q=1
∫
∂Ωq−
λqk
∂gqk
∂JulKJδulKdAq−.
(6.15)
In diese Form können die Variationen der Randbedingungen (6.1) bis (6.3) eingesetzt werden.
Analog zu Abschnitt 3.2.2 ist zur Prüfung der Arbeitsäquivalenz δεMkl 6= 0 zuzulassen. Die
folgende Rücktransformation auf das Integral über den Gesamtrand ∂Ω gemäß∫
∂Ω
tlδuldA = λˆslδεMls +
n∑
p=1
∫
∂Ωˆp−
λˆpk
∂gˆpk
∂JulKδεMls JxsKdAˆp− +
m∑
q=1
∫
∂Ωq−
λqk
∂gqk
∂JulKδεMls JxsKdAq−
(6.16)
=
∫
∂Ω
λˆklnkxsdA+
n∑
p=1
∫
∂Ωˆp
λˆpk
∂gˆpk
∂ul
xs
dAˆp−
dA
dA+
m∑
q=1
∫
∂Ωq
λqk
∂gqk
∂ul
xs
dAq−
dA
dA
 δεMls
(6.17)
=
∫
∂Ω
[
λˆklnk +
n∑
p=1
λˆpk
∂gˆpk
∂ul
dAˆp−
dA
+
m∑
q=1
λqk
∂gqk
∂ul
dAq−
dA
]
︸ ︷︷ ︸
tl
xsdA δεMls (6.18)
∫
∂Ω
tlδuldA = V0σMklδε
M
lk (6.19)
erlaubt die Identifikation der Randspannung tl und damit der Arbeitsäquivalenzbedingung
(3.14). Diese ist also für alle widerspruchsfreien Kombinationen minimal kinematischer RB
(6.1), periodischer RB (6.2) und integral periodischer RB (6.3) auf beliebigen Randbereichen
gegeben. Insbesondere kann auch jeder der RB-Typen weggelassen werden. Ohne Änderung
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des Vorgehens ist außerdem die Aufnahme hier nicht benötigter linearer Verschiebungsrand-
bedingungen uk = εMklxl auf frei wählbaren Randbereichen in die Beweisführung möglich.
Auch Verzerrungsäquivalenz ist keine Voraussetzung für die Garantie der Arbeitsäquivalenz.
6.2.1 Pfadausgerichtete Randbedingungen
In [Coenen12b] wurden Lokalisierungspfad-ausgerichtete Randbedingungen (LPARB) vor-
geschlagen. Ausgangspunkt ist die Verzerrungsäquivalenz (3.13) in zwei Raumdimensionen.
Die tensorwertige Gleichung ergibt bei Multiplikation mit den Basisvektoren eines an der Lo-
kalisierungszone ausgerichteten Koordinatensystems zwei vektorwertige Gleichungen. Diese
liegen zunächst weiterhin in integraler Form vor. Um sie zu erfüllen, werden als hinreichende
Bedingungen gemischte lokale und integrale periodische Verschiebungsrandbedingungen auf
bestimmten Randbereichen des RVE aufgestellt.
Im Gegensatz zu PRB entsprechen die Randbereiche ∂Ω±i einer Projektion der Oberflä-
che ∂Ω in Richtung der Achsen des lokalisierungsausgerichteten Koordinatensystems, siehe
Abbildung 6.2. Der Bereich ∂Ω+1 wird weiter zerlegt gemäß
∂Ω˘±1 = ∂Ω
±
1 : nk|∂Ω+1 6= −nk|∂Ω−1 (6.20)
∂Ωˆ±1 = ∂Ω
±
1 \∂Ω˘±1 (6.21)
und die Zuordnung der Punktepaaren lautet
x∗+i = χi(x
∗−
i ) = x
∗−
i ∀ x∗−i ∈ ∂Ω−i , (6.22)
siehe ebenfalls Abbildung 6.2. Im Gegensatz zu den in Abbildung 3.5 dargestellten PRB
überlappen sich die Randbereiche ∂Ω±1 und ∂Ω
±
2 an jedem Punkt.
Die LPARB selbst lauten dann
JukK = εMklJxlK ∀ xq ∈ ∂Ω−2 (6.23)JukK = εMklJxlK ∀ xq ∈ ∂Ωˆ−1 (6.24)∫
∂Ω˘−1
JukKdA = εMkl ∫
∂Ω˘−1
JxlKdA. (6.25)
Gemäß der eingangs erwähnten Motivation sind diese Gleichungen hinreichend für die Erfül-
lung der Verzerrungsäquivalenz. Der Nachweis der Arbeitsäquivalenz wurde in [Coenen12b]
nicht geführt, hier wurde er durch die Formeln (6.4) bis (6.19) erbracht.
Die Einteilung der Randflächen in Abbildung 6.2 entartet im Falle von β ∈ {0°, 90°, 180°}.
Im Rahmen dieser Arbeit werden LPARB in diesem Fall auf konventionelle PRB zurückge-
führt, was auch zum Verschwinden der integralen Bedingung (6.25) wegen ∂Ω˘−1 = ∅ passt.
Für Weiteres wird auf [Coenen12b] verwiesen.
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β
x∗2
x∗1
∂Ω+2
∂Ω−2∂Ω˘
−
1
∂Ωˆ−1
∂Ω˘+1
∂Ωˆ+1
Abbildung 6.2: Zerlegung der RVE-Oberfläche ∂Ω zur Verwendung von LPARB: Unter einem
Winkel β liege eine Lokalisierungszone im RVE, an der die x∗1-Achse eines gedrehten Koordinaten-
systems x∗i ausgerichtet ist. Dieses Koordinatensystem erlaubt die Projektion der Oberflächen ∂Ω
in Richtung seiner Achsen. Es ergeben sich vier resultierende Zonen ∂Ω±i , welche jeweils zwei Sei-
tenkanten des RVE umfassen. Die Zuordnung von Punktepaaren erfolgt nach Gleichung (6.22) und
ist durch verbundene Halbkreispaare dargestellt. Die Bereiche ∂Ω±1 werden nach Gleichung (6.20)
weiter zerlegt in ∂Ω˘±1 und ∂Ωˆ
±
1 . Auf ∂Ω˘
±
1 wird die integrale Randbedingung (6.25) angewendet,
welche als dicker grauer Bereich symbolisiert ist.
6.2.2 Generalisierte periodische Randbedingungen
Eine alternative Verallgemeinerung periodischer Randbedingungen wurde in [Toro14] vorge-
schlagen. Für diese generalisierten periodischen Randbedingungen (GPRB) wird im Gegen-
satz zu den LPARB zunächst nur Gleichung (6.23) gefordert. Die Aufteilung in Randbereiche
∂Ω±2 ist dabei identisch zu Abbildung 6.2, wie auch die Zuordnung
x∗+2 = χ2(x
∗−
2 ) = x
∗−
2 ∀ x∗−2 ∈ ∂Ω−2 (6.26)
identisch zu (6.22) mit i = 2 ist. Die periodische Bedingung (6.23) allein erfüllt jedoch
nur einen vektorwertigen Anteil der tensorwertigen Verzerrungsäquivalenz. Denn obwohl
∂Ω2 = ∂Ω
−
2 ∪ ∂Ω+2 den gesamten Rand ∂Ω abdeckt, gewährleistet die Zuordnung (6.26)
die gegensätzliche Orientierung (3.37) −n−l dA− = n+l dA+ nicht auf der gesamten Ober-
fläche. Zur Garantie der Verzerrungsäquivalenz werden deshalb die minimal kinematisch
Randbedingungen hinzugenommen, sodass der Gleichungssatz der GPRB
uk = εMklxl ∀ xq ∈ ∂Ω−2 (6.27)
εMkl =
1
V0
∫
∂Ω
uknldA ∀ xq ∈ ∂Ω (6.28)
lautet. Er wird in Abbildung 6.3 symbolisiert. Auch in [Toro14] wurde der Nachweis der Ar-
beitsäquivalenz nicht erbracht. Er wurde hier mit Gleichung (6.19) abgeschlossen. Obwohl
die Bezeichnung als generalisierte periodische Randbedingung es vermuten lässt, sind nicht
alle einander zugeordneten deformierten Randbereiche deckungsgleich, sodass kein lücken-
loses Aneinanderereihen der deformierten RVEs möglich ist. Für Winkel β ∈ {0°, 90°, 180°}
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ist die Zuordnung (6.26) wiederum nicht eindeutig, ähnlich der Situation für LPARB. In
Rahmen dieser Arbeit werden auch GPRB in diesem Fall durch konventionelle PRB ersetzt.
x∗2
x∗1
β
Abbildung 6.3: Schematische Darstellung generalisierter periodischer Randbedingungen mit an
einer Lokalisierungszone ausgerichteter Koordinatenrichtung x∗1. Verbundene Halbkreise kennzeich-
nen punktepaarweise RB. Die dicke graue Linie markiert die integrale Bedingung (6.28).
6.2.3 Tesselationsrandbedingungen
Die Randbedingungen eines RVE beinhalten zwangsweise eine Hypothese über das umlie-
gende Materialverhalten. Im Falle minimal kinematischer RB übt das Material, welches das
RVE umgibt, keinerlei Stützwirkung aus. Demgegenüber implizieren periodische RB, dass
jede RVE-Seitenfläche durch die gegenüberliegende gestützt wird. Da die erste Restrikti-
on zu weich und die zweite zu hart ist, wurden im vorigen Abschnitt Randbedingungen
vorgestellt, die periodische Zuordnungen zwischen Punktepaaren auf gegenüberliegenden
Seiten einer Lokalisierungszone ganz vermeiden (GPRB) oder nur auf parallelen Teilflächen
(LPARB) vorschreiben. Um die Verzerrungsäquivalenz einhalten zu können, beinhalten diese
RB zusätzlich integrale Bedingungen.
Hier wird eine Form von RB vorgeschlagen, welche an der punktepaarweisen Zwangsbe-
dingung periodischer RB festhält, aber beliebige Richtungen der Lokalisierung ermöglicht.
Diese RB erlauben wie periodische RB eine Parkettierung bzw. Tesselation des Raumes
durch das deformierte RVE und werden daher in [Goldmann17] als Tesselationsrandbedin-
gungen (TRB) bezeichnet. Abbildung 6.4 b) zeigt schematisch die periodische Fortsetzbar-
keit in Richtung der Lokalisierungszone gegenüber der Ausrichtung der Periodizität an der
Materialverteilung in Abbildung 6.4 a). Die Anpassung der periodischen Ausrichtung ist na-
heliegend, da periodische Materialverteilungen für die meist statistischen Mikrostrukturen
in der Regel aufgrund der einfachen kongruenten FE-Vernetzung gewählt werden, wie im
Bezug auf Abbildung 3.3 diskutiert wurde.
Im Gegensatz zu PRB weist die Zuordnung χl der TRB einen Versatz ∆χl zwischen
zugeordneten Randflächen ∂Ω+k und ∂Ω
−
k auf. Am Beispiel in Abbildung 6.4 b) ist ein
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a) b)
β
∆χ1
Abbildung 6.4: Anpassung der periodischen Zuordnung von Randbereichen an a) eine periodische
Materialverteilung, wie sie überlicherweise bei der Anwendung von periodischen RB gewählt wird
und b) an eine Lokalisierungszone (dicke graue Linie) im Falle von Tesselationsrandbedingungen.
Versatz ∆χ1 zwischen ∂Ω+2 und ∂Ω
−
2 dargstellt. Bei der Berechnung des Versatzes nach
[
∆χ1
∆χ2
]
=

[
∆x2/ tan β
0
]
∀ β ∈ [βdiag1, βdiag2][
0
−∆x1 tan β
]
sonst
(6.29)
werden zwei Fälle unterschieden. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann der Winkel
auf den Bereich β ∈ [0°, 180°] festgelegt werden. Bei RVE-Abmessungen ∆x1,∆x2 sind die
beiden Diagonalenwinkel dann eindeutig definiert durch
βdiag1 = arctan (∆x2/∆x1) βdiag2 = 180°− βdiag1. (6.30)
Die Fallunterschiedung (6.29) korrespondiert mit den beiden in Abbildung 6.5 gezeigten
Situationen. Beide gewährleisten die Anpassung der Periodizität an beliebige Winkel β.
Die Unterschiedung beider Fälle ist nötig, da für β → 0° die Lokalisierungszone das RVE
in Abbildung 6.5 a) unendlich oft durchqueren müsste. Genauso wäre das für β → 90° in
Abbildung 6.5 b) der Fall. Die Definition (6.29) für ∆χl garantiert, dass maximal zwei
getrennte Bereiche der Lokalisierungszone im RVE auftreten, was der kürzest möglichen Zo-
ne bzw. den maximalen Abständen zwischen wiederkehrenden Lokalisierungsbändern ent-
spricht. Dies stellt in der Regel den energetisch günstigsten Zustand dar.
Mithilfe des Versatzes ∆χl können die Parkettierungsrandbedingungen wie periodische
RB mit JukK = εMklJxlK (6.31)
beschrieben werden, wobei die Zuordnung für Koordinaten xk ∈ [0,∆xk] durch
x+k = χk(x
−
k ) =
{
∆xk ∀ x−k = 0(
x−k + ∆χk
)
mod ∆xk ∀ x−k 6= 0
. (6.32)
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∆x1
∆χ1
∆χ2
β
∆x2
x1
x2
x1
x2
β
a) b)
Abbildung 6.5: Ausrichtung der Periodizität der TRB in Abhängigkeit von Lokalisierungen (dicke
graue Linie) unter Winkel β. Bildet sich eine Lokalisierung in einer Ecke aus, so muss sie im
Rahmen der Periodizität im RVE wiederkehren, sodass fehlerhafte Lokalisierungen an nur einer
Ecke vermieden werden. a) Situation für β ∈ [βdiag1, βdiag2], b) für β /∈ [βdiag1, βdiag2].
gegeben und in Abbildung 6.6 skizziert ist. Den Modulo-Operator definiert
y mod z =
z ∀ y = zy − ⌊y
z
⌋
z sonst
(6.33)
unter Verwendung der Division mit Abrundung b c. Die Aufteilung der RVE-Oberfläche ∂Ω
in Bereiche ∂Ω±i bleibt unverändert gegenüber PRB, wie auch die Zuordnung χl weiterhin
paarweise entgegengesetzte Normalenvektoren (3.37) garantiert, wodurch neben der Energie-
auch die Verzerrungsequivalenz gewährleistet wird.
β
x∗2
x∗1
Abbildung 6.6: Schematische Darstellung von Tesselationsrandbedingungen analog zu Abbil-
dung 3.5 für PRB, Abbildung 6.2 für LPARB und Abbildung 6.3 für GPRB.
Da die TRB verwendete Zuordnung χl wie im Falle periodischer RB paarweise entge-
gengesetzte Normalenvektoren (3.37) garantiert, ist der Nachweis von Verzerrungs- und
Arbeitsäquivalenz identisch zu dem für PRB geführten.
Unabhängig von und etwa zeitgleich zu [Goldmann17] wurde in [Svenning17] ebenfalls
eine ausgerichtete Zuordnung von Punktepaaren vorgeschlagen, allerdings zur Verwendung
mit schwacher (integraler) Periodizität gemäß [Larsson11].
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6.3 Numerische Realisierung punktepaarweiser
Randbedingungen
Auch bei Verwendung eines periodischen RVEs mit kongruenter Vernetzung auf gegenüber-
liegenden Rändern können Zwangsbedingungen zwischen Punktepaaren bei beliebigen Win-
keln β nicht mehr auf Beziehungen zwischen Knotenpaaren zurückgeführt werden. Im Fol-
genden soll daher ein numerisches Verfahren vorgestellt werden, welches die Zwangsbedin-
gung zwischen Punkte- bzw. Knotenpaaren möglichst wenig aufweicht, aber auch zwischen
nicht kongruenten Netzen anwendbar ist.
Dazu erfolgt zunächst eine Einteilung der Oberflächenteile ∂Ω±p in vorläufige Integrati-
onszonen k mit einer Oberfläche ∂Ωpk = ∂Ω+pk ∪ ∂Ω−pk für jede Koordinatenrichtung p. Für
jede dieser vorläufigen Zonen wird geprüft ob je Seite mindestens ein Knoten innerhalb ∂Ω±pk
liegt. Ist dies nicht gewährleistet, wird die Zone ∂Ωpk mit einer benachbarten Zone verei-
nigt. Falls notwendig wird diese Vereinigung wiederholt, bis auf beiden Seiten mindestens
ein Knoten innerhalb der Zone ∂Ωpj liegt. Punktepaarweise Zuordnungen wie (6.23), (6.24),
(6.31) und (6.27) können dann durch das Integral
∫
∂Ω+pj
ukdA+ −
∫
∂Ω−pj
ukdA− = εMkl
 ∫
∂Ω+pj
xldA+ −
∫
∂Ω−pj
xldA−
 (6.34)
über kleine Randbereiche ersetzt werden. Dies wurde in [Coenen12b] vorgeschlagen, wobei
die Randintegration analytisch für den verwendeten Elementtyp erfolgte. Demgegenüber
erfolgt die Auswertung des Integrals hier numerisch, wozu Integrationspunkte auf dem Rand
gesetzt werden, was die Anwendung beliebiger Elemente erlaubt. In Abbildung 6.7 ist die
Bestimmung der Randbereiche für ein Beispiel in Richtung p = 2 skizziert.
1 2 4
4 1 2 3
3 5
5
β
∂Ω+2
∂Ω+2j
∂Ω−2
∂Ω−2j
Abbildung 6.7: Schema zur Übertragung von Randbedingungen zwischen Punktepaaren auf
Integrationszonen ∂Ωpj . Dargestellt sind Tesselationsrandbedingungen mit einem Winkel β ∈
[βdiag1, βdiag2]. Die Einteilung in sieben vorläufige Integrationsbereiche wurde durch Hilfslinien mar-
kiert. Entsprechend den als schwarze Quadrate dargestellten Knoten verbleiben fünf Integrations-
zonen j ∈ [1, 5]. Rote Quadrate symbolisieren die notwendigen Integrationspunkte für die exakte
numerische Integration von Elementen mit linearen Formfunktionen.
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Alternativ zu dieser Umsetzung ist die Definition einer abhängigen und einer unabhän-
gigen Randfläche ∂Ω±p möglich, was die Bindung der Knotenfreiwerte auf der abhängigen
Seite an die Verschiebung des zugeordneten Punktes der unabhängigen Seite erlaubt. Die
Zwangsbedingung ergibt sich dann aus den Formfunktionen des jeweiligen Elements. Die
programmtechnische Umsetzung dieser Lösung erscheint einfacher, jedoch ist die Wahl der
abhängigen bzw. unabhängigen Seite insbesondere für lokal unterschiedlich feine Vernetzun-
gen nicht trivial. Außerdem sind auf der abhängigen Randfläche für lineare Formfunktioen
insgesamt geringere Verschiebungen zu erwarten, für Formfunktionen höheren Grades be-
steht auch die Gefahr von Überschwingern. Demgegenüber gewährleistet die hier verfolgte
Lösung das Einhalten der Randbedingung im Mittel. Eine gleich starke Kopplung wie die
zwischen kongruenten Knoten ist generell nicht möglich, die hier beschriebene Strategie
erwies sich aber in allen untersuchten Fällen als ausreichend.
Mit der beschriebenen Methodik können nicht periodische Materialverteilungen wie die
aus Abbildung 3.3 a) ohne Weiteres berechnet werden. Hier kommen solche aber nicht zum
Einsatz. In Abschnitt 6.5.2 und 6.5.3 finden periodische RVEs wie in Abbildung 3.3 b)
Verwendung, um ohne Modifizierung mit PRB vergleichen zu können.
6.4 Richtung von Lokalisierungszonen
In den vorigen Abschnitten wurden Randbedingungen beschrieben, welche sich an einer Lo-
kalisierungszone ausrichten. Die Lage dieser Lokalisierung wurde durch einen Winkel β er-
fasst, siehe Abbildung 6.4 b). Dieser erfasst die Richtung der Verbindungslinie zwischen den
Schnittpunkten der Lokalisierung mit der RVE-Oberfläche. Zur Bestimmung des Winkels β
wurde in [Coenen12b] die Nutzung einer Hough-Transformation vorgeschlagen. Diese geht
zurück auf [Hough59] und hat sich als Standardwerkzeug der Bildbearbeitung etabliert. Aus
diesem Grund hat sie in ihrem über 50-jährigem Bestehen zahlreiche Weiterentwicklungen
erfahren. Einen kurzen Überblick zu deren Hintergründe und Verweise auf weitere Literatu-
rüberblicke gibt [Hart09]. Zur Motivation der Anwendung der Hough-Transformation im
Kontext der vorliegenden Arbeit diene ein zweidimensionales RVE, dessen Vergleichsver-
zerrung als Feldplot aufgetragen ist. Innerhalb dieses Bildes wird nun jenes gerade Band
begrenzter Breite gesucht, welche das größte Flächenintegral der Vergleichsverzerrung auf-
weist.
Diese Aufgabe ist eng verwandt mit der Hough-Transformation, welche auf der Formel
e = xi1 sinα− xi2 cosα (6.35)
basiert. Dabei sind (xi1, xi2) die Koordinaten eines Punktes, α der Winkel einer Geraden durch
diesen Punkt gegenüber der xi1-Achse und e der Abstrand dieser Geraden vom Ursprung.
Der Parameterraum α ∈ [0, 180°] und e ∈
[
−
√
∆x21 + ∆x
2
2/2,
√
∆x21 + ∆x
2
2/2
]
umfasst alle
möglichen Geraden durch Punkte innerhalb des Rechteckes mit ∆x1, ∆x2 in Abbildung 6.8.
Zeichnet man die Kurven α(e) für alle existierenden Punkte (xi1, xi2) in ein Diagramm, so
korrespondiert der Punkt (αmax, emax), an dem sich die meisten Kurven schneiden, mit der
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Geraden, welche die meisten Quellpunkte (xi1, xi2) beeinhaltet.
x1
x2
∆x1
α
∆x2
α
x1
x2
e e
∆v
a) b)
Abbildung 6.8: Schemata der a) Ausgangsvariante der Hough-Transformation (6.36) mit ei-
nem dünnen grauen Band unter Winkel α und b) Modifikation (6.38) mit wiederkehrendem Band
entsprechend der Fortsetzbarkeit von Tesselationsrandbedingungen, siehe Abbildung 6.5 a). Das
Koordinatenssytem liegt jeweils im Zentrum des RVE.
In dieser Form ist die Hough-Transformation noch nicht geeignet, um dasjenige Band
im RVE zu identifizieren, in dem die maximale Vergleichsspannung vorliegt. Erstens liegt
die Vergleichsverzerrung je Punkt nicht als binäre Information vor, sonderen besitzt einen
zugrundeliegenden kontinuierlichen Wertebereich. Zweitens ist nicht die Bestimmung einer
Linie, sondern eines Bandes einer gewissen Breite nötig. Drittens sollte die Zielmenge (α, e)
zur numerischen Durchführung der Transformation diskret sein. Die Modifikation
I
(
αl, ek
)
=
∑
j
Ajεjv ∀ j : ek −
∆e
2
≤ xj1 sinαl − xj2 cosαl ≤ ek +
∆e
2
. (6.36)
trägt all dem Rechnung. Eine Vergleichverzerrung εjv (siehe Gleichung (6.39)) wird für alle
Punkte j, deren Koordinaten (xj1, x
j
2) innerhalb des Abstandes ±∆e um die Gerade mit
(αl, ek) liegen, aufsummiert. Die Summation wird mit Aj gewichtet. Für die Anwendung auf
Ergebnisse der FEM können die Integrationspunkte ohne weitere Interpolation als Punkte
j genutzt werden und ihr Anteil der Elementfläche als Aj, sodass I dem Flächenintegral der
Vergleichsverzerrung entspricht. Statt der Bedingung für die aufzusummierenden Punkte j
in Formel (6.36) kann das Gewicht Aj auch als Filterfunktion genutzt werden. In diesem
Sinne entspricht das hier beschriebene Verfahren einem Rechteckfilter. Schließlich entspricht
der Punkt (αmax, emax), welcher die diskrete Verteilung I(αl, ek) maximiert, dem Band maxi-
maler Vergleichsverzerrung, sodass für die oben beschriebenen adaptiven Randbedingungen
ein Winkel β = αmax genutzt werden kann.
Ist die Vergleichsverzerrung innerhalb des RVE näherungsweise homogen, so wird die
maximale integrale Vergleichsverzerrung immer in einem Band nahe der Diagonalen zu
finden sein, siehe Abbildung 6.9 a). Auch für weniger homogene Verzerrungsverteilungen ist
ein Ergebniswinkel zu erwarten, der stark in Richung der Diagonalenwinkel tendiert, siehe
Abbildung 6.15. Um diese ungewollte Tendenz zu entfernen, wird hier eine Modifikation der
Hough-Transformation vorgeschlagen, welche sich auf die in Abschnitt 6.2.3 eingeführten
Tesselationsrandbedingungen bezieht. Bei Anwendung dieser tritt eine Lokalisierungszone
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unter Winkel α in einem Abstand ∆v von
∆v =
{
sinα∆x1 ∀ α ∈ [αdiag1, αdiag2]
|cosα∆x2| sonst
(6.37)
erneut im RVE auf, siehe Abbildung 6.8 b). Dementsprechend soll im Folgenden auch das
Band zur Integration der Vergleichsverzerrung erweitert werden. Damit treten keine sehr
kurzen Bänder durch Punkte nahe den RVE-Ecken mehr auf. Jedoch sind Diagonalbän-
der immer noch länger als horizontale oder vertikale Bänder. Aus diesem Grund wird die
Hough-Transformation (6.36) zusätzlich mit der Fläche des Bandes normiert, sodass sich
eine modifizierte Transformation
I
(
αl, ek
)
=
∑
Ajεjv∑
Aj
∀ j :

ek − ∆e
2
−∆v ≤ xj1 sinαl − xj2 cosαl ≤ek +
∆e
2
−∆v ∨
ek − ∆e
2
≤ xj1 sinαl − xj2 cosαl ≤ek +
∆e
2
∨
ek − ∆e
2
+ ∆v ≤ xj1 sinαl − xj2 cosαl ≤ek +
∆e
2
+ ∆v.
(6.38)
ergibt. Durch die Modifikationen sind im Gegensatz zur in [Coenen12b] genutzten Variante
keine zusätzlichen Verfahren zur Behandlung von RVEs mit Lücken notwendig. Die so be-
schriebene Transformation weist tatsächlich keine Bevorzugung der Diagonalenwinkel mehr
auf, wie beispielhaft in Abbildung 6.9 b) gezeigt.
a)
-0,5 0 0,5
e/-
0
90
180
α
/◦
0
0,0015
0,003
b)
-0,5 0 0,5
e/-
0
90
180
α
/◦
0,049
0,05
0,051
Abbildung 6.9: Hough-Transformierte I eines Einheitsquadrates (nicht dargestellt) mit homogen
verteilter Vergleichsverzerrung von εv = 0,05: a) Im Ergebnis der Transformation nach Gleichung
(6.36) ist das Maximum von I in Richtung der Diagonalen mit α ∈ {45°, 135°} , e = 0 verzerrt.
b) Das Ergebnis der modifizierten Transformation (6.38) ist unverzerrt. Die Transformierte I ist
homogen im Falle der homogenen Quellverteilung von εv.
Die Normierung der Transformierten I durch den Flächeninhalt des jeweiligen Bandes ist
auch ohne Fortsetzung des Bandes anwendbar. Dies wird allerdings nicht als praktikabel an-
gesehen, da stark verzerrte Ecken die Transformation dann dominieren. Im Grenzfall könnte
das Maximum von I durch einen einzigen Integrationspunkt bestimmt sein, was rein zufäl-
lige Winkel αmax erwarten ließe. Demnach ist die Fortsetzung des Integrationsbandes eine
Voraussetzung für die Anwendung der Normierung. Diese Fortsetzung ist motiviert durch
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die Extrapolation einer Lokalisierungszone, wie sie bei Anwendung von TRB erwartet wird.
Die modifizierte Transformation kommt daher nur für TRB zum Einsatz. In Kombination
mit LPARB und GPRB wird die ursprünglich für erstere vorgeschlagene Ausgangsvariante
(6.36) genutzt.
Für εv wird die Vergleichsverzerrung
εv =
√
3
2
eijeij (6.39)
verwendet, welche auch die schädigungstreibende Größe in Beispiel 6.5.3 ist. Die Band-
breite ∆e ist abhängig von der Mikrostruktur zu wählen. So wurde sie für RVEs mit Ein-
schlüssen gleich deren Durchmesser gesetzt. In jedem Fall ist eine Auflösung von Ne =√
∆x21 + ∆x
2
2/∆e ausreichend, um das gesamte RVE lückenlos durch Bänder unter einem
Winkel α abzudecken. Es zeigte sich aber, dass eine höhere Auflösung, welche Überlappun-
gen zwischen benachbarten Bändern erzeugt, vorteilhaft ist, da durch die feinere Abstufung
der Bänder die Verteilung I(αl, ek) geglättet und die Bestimmung des Winkels αmax deut-
lich robuster wird. Es wird daher im Folgenden eine Aufösung von Ne = 4
√
∆x21 + ∆x
2
2/∆e
verwendet.
Ein Lokalisierungswinkel αmax kann mittels Hough-Transformation erst nach Berechnung
eines Inkrementes bestimmt werden. Da aber ein Winkel β zur Ausrichtung adaptiver Rand-
bedingungen vor Beginn der inkrementellen Rechnung nötig ist, wird das erste Inkrement
mit einem Winkel β = 0 begonnen. Liegt die Änderung zwischen dem zunächst gewählten
Winkel β und dem im Nachhinein bestimmten Winkel αmax innerhalb eines Inkrementes
über einem Toleranzwert, so wird das Inkrement mit aktualisiertem β wiederholt. Soweit
nicht anders beschrieben, wurden Schrittweiten ∆α = 5° für die Diskretisierung des Win-
kels α und Toleranzen von 0° für die zulässige Änderung des Lokalisierungswinkel zwischen
Ein- und Ausgabewert eines Inkrementes verwendet. Unabhängig von diesen Parametern
kann sich der Winkel αmax auch bei wiederholter Berechnung eines Inkrementes ändern. Da-
her wurde Algorithmus 6.10 zur Aktualisierung von β verwendet, mit maximal fünfmaliger
Wiederholung eines Inkrements.
if verwendeter Lokalisierungswinkel β wurde im aktuellen Inkrement zweimal erhalten then
weiter mit nächstem Inkrement, verwende alten Lokalisierungswinkel β
else if Änderung im Lokalisierungswinkel < Toleranzwert then
weiter mit nächstem Inkrement, setze β gleich neuem Lokalisierungwinkel αmax
else if Änderung im Lokalisierungswinkel > Toleranzwert & weitere Wiederholung zulässig
then
wiederhole Inkrement mit neuem Lokalisierungswinkel αmax
else
weiter mit nächstem Inkrement, verwende neuen Lokalisierungswinkel αmax
end if
Abbildung 6.10: Beschreibung jenes Algorithmus in Pseudocode, welcher genutzt wurde, um die
Verwendung adaptiver Randbedingungen unter Winkel β abhängig von αmax zu steuern.
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6.5 Demonstration und Verifizierung
In Kapitel 3 und 6 wurden sechs verschiedene RB-Typen vorgestellt. Die Demonstrationsbei-
spiele in diesem Abschnitt dienen der Analyse ihrer Eigenschaften. Die dazu gezeigten Simu-
lationen wurden in einer MATLAB®-basierten Entwicklungsumgebung durchgeführt. Alle
benötigten neuen Routinen wie Randbedingungen, die Hough-Transformation, Eingriffe in
den iterativen Ablauf etc. wurden in diese Umgebung implementiert. Sie sind kompatibel zur
konventionellen FEM und zur XFEM. Die gezeigten Ergebnisse basieren auf quadratischen
Serendipity-Elementen, im Falle der XFEM mit der modifizierten Betragsanreicherung aus
[Moës03].
6.5.1 Winkelabhängigkeit
Das erste hier präsentierte Beispiel dient der Analyse des Einflusses des Winkels β unter
dem adaptive RB aufgebracht werden. Statt der Bestimmung eines Lokalisierungswinkels
β = αmax durch die Hough-Transformation, wird der Winkel über den gesamten Defini-
tionsbereich β ∈ [0°, 180°] variiert. Die RB werden auf zwei generische RVEs aufgebracht.
Beide beinhalten ein weiches Band in steiferer Umgebung. Das erste stellt die Idealisierung
einer das RVE vollständig durchquerenden Lokalisierungszone dar, siehe Abbildung 6.11
a). Das zweite verkörpert die Lokalisierung an einer Ecke, siehe Abbildung 6.11 b). Dem
gesamten RVE wird Hooke’sches Materialverhalten zugewiesen. Die Querkontraktionszahl
beträgt ν = 0,4, der E-Modul EUmgebung = 2,5 GPa bzw. EBand = 2,5 MPa. Das Band ist
in einem Winkel von γ ≈ 63° zur Horizontalen geneigt, siehe Abbildung 6.11 c). In einem
durch diesen Winkel definierten Koordinatensystem (x∗1, x∗2) wird das RVE belastet durch
einen makroskopisch einachsigen Verzerrungszustand
[
ε∗Mkl
]
=
0 0 00 ε∗M22 0
0 0 0
 (6.40)
mit ε∗M22 = 0,001.
a) b) c)
x∗2
x2
x∗1
x1γ
Abbildung 6.11: Netze der beiden in Beispiel 6.5.1 verwendeten RVEs. Grau dargestellt ist das
Band weicheren Materials, welches in a) das RVE durchkreuzt und in b) nur eine Ecke abtrennt. Das
in c) gezeigte Koordinatensystem (x∗1, x∗2) ist in Richtung der Bänder unter Winkel γ ausgerichtet.
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Die resultierende Spannung σ∗M22 zeigt Abbildung 6.12. Zunächst kann beobachtet wer-
den, dass lineare Verschiebungsrandbedingungen (LVRB) und minimal kinematische RB
(MKRB) Grenzen der erreichbaren Spannung markieren. Zusammen mit periodischen RB
(PRB) stellen sie die nicht adaptiven RB dar. Ihre Spannungen σ∗M22 sind daher im gesamten
Bereich β ∈ [0°, 180°] als konstanter Wert geplottet, während die drei adaptiven RB charak-
teristische Abhängigkeiten von β aufweisen. Lokalisierungspfad-ausgerichtete RB (LPARB)
und generalisierte periodische RB (GPRB) wurden für β ∈ {0°, 90°, 180°} auf PRB zu-
rückgeführt, weshalb sich ihre Kurven dort schneiden. Tesselationsrandbedingungen (TRB)
reduzieren sich für die genannten Winkel ohne zusätzliche Annahmen auf PRB. Zusätzlich
ist dies für die Diagonalenwinkel β ∈ {45°, 135°} der Fall.
Für das erste RVE aus Abbildung 6.11 erreichen TRB bei γ ≈ 63° das Spannungsniveau
von MKRB, siehe Abbildung 6.12 a). Bei diesem Winkel realisieren TRB eine Reihenschal-
tung des weichen Bandes und seiner steifen Umgebung. Diese ist die Anordnung mit der
größtmöglichen Nachgiebigkeit, die auch der Reuss-Grenze entspricht. Demnach wird von
TRB keine künstliche Stabilisierung vom umgebenden Material auf eine Lokalisierungszo-
ne übertragen. In Abbildung 6.12 a) kann der gleiche Spannungsabfall außerdem für einen
Winkel β ≈ 116° beobachtet werden. Generell existiert zu jedem Winkel β mindestens
ein zweiter, der die selbe periodische Fortsetzung erzeugt. Zwei solche Winkel βa, βb er-
gänzen den von ihnen erzeugten Versatz ∆xi gemäß ∆xi = |∆χi(βa)−∆χi(βb)|. Im Falle
β ∈ [βdiag1, βdiag2] genügen sie also der Bedingung
∆x1 = ∆x2
∣∣∣∣ 1tan βa − 1tan βb
∣∣∣∣ . (6.41)
Im Beispiel wird rein zufällig auch βa + βb ≈ 180° erfüllt.
Alternativ zur vorangegangen Diskussion kann Zug ε∗M11 in Richtung des Lokalisierungs-
bandes aufgebracht werden. Von TRB unter γ ≈ 63° wird dann eine Parallelschaltung der
Materialien abgebildet. Die Spannungsantwort σ∗M11 entspricht in diesem Fall der Voigt-
Grenze bzw. LVRB. Demnach ist weiterhin gesichert, dass von TRB keine ungewollte
Aufweichung von einer unbelasteten Lokalisierungszone auf das effektive Materialverhalten
übertragen wird.
Anhand des zweiten RVE aus Abbildung 6.11 b) soll nun analysiert werden, wie sich der
für MKRB typische Fall einer Lokalisierung im Eckbereich auswirkt. Während bei Anwen-
dung von PRB das umgebende Material aufgrund der Periodizität stabilisierend auf den
Eckbereich wirkt, konzentriert sich bei MKRB die Verzerrung im kurzen Band. Das effek-
tive Materialverhalten wird vom geringen Anteil weichen Materials stark beeinflusst. Auch
LPARB und vor allem GPRB zeigen einen teils deutlichen Abfall unter das Spannungsniveau
periodischer RB. Im Gegensatz dazu weisen TRB nur eine geringe Schwankung um dieses
Niveau auf, da unter keinem Winkel β eine periodische Fortsetzung des weichen Bandes
möglich ist. Sie sind daher unempfindlich gegenüber fehlerhaften Dehnungslokalisierungen
in Eckbereichen.
Quantitativ sind die in Abbildung 6.12 dargestellten Ergebnisse von der Wahl des Winkels
γ ≈ 63°, dem Seitenverhältnis ∆x1/∆x2 des RVE, der Bandbreite usw. abhängig. So beein-
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flusst die recht grobe Vernetzung beispielsweise die Amplitude der Spannungsschwankung
bei kleinen Winkeländerungen. Unabhängig davon besitzen die getroffenen qualitativen Be-
obachtungen und Erklärungen Gültigkeit. Ferner mag die Wahl von EUmgebung/EBand = 1000
als akademische Idealisierung erscheinen. Sie wird jedoch dadurch motiviert, dass die Stei-
figkeit einer Lokalisierungszone vollständig verschwindet, also EUmgebung/EBand →∞ ange-
strebt wird. Entsprechend strebt in diesem Fall σ∗M22 → 0 bei der Verwendung von MKRB
oder von TRB in Fall a) mit β = γ.
a)
0 90 180
β/◦
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0,5
0,7
σ
∗M 22
/M
P
a
PRB
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MKRB
LPARB
GPRB
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b)
0 90 180
β/◦
0,8
1,8
2,8
σ
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/M
P
a
Abbildung 6.12: Effektive Spannungsantwort σ∗M22 bei Variation der Ausrichtung β adaptiver
RB. Die Diagramme in a) und b) zeigen Ergebnisse unter Verwendung der zugehörigen RVEs in
Abbildung 6.11 a) und b).
6.5.2 Konvergenz
Dieses zweite Demonstrationsbeispiel dient dem Nachweis der Konvergenz der effektiven
Steifigkeit mit zunehmender RVE-Größe. Der Nachweis erfolgt an ideal hexagonalen Anord-
nungen und zufälligen Verteilungen von Filamenten. Der Faserradius beträgt im Beispiel
0,3 mm. Die Einheitszelle von
√
3 mm×1 mm enthält zwei Fasern und weist damit einen Fa-
servolumengehalt von ϕ1 ≈ 32,7 % auf, siehe Abbildung 6.13 a). Wiederholte Einheitszellen
stellt Abbildung 6.13 b) dar, eine zufällige Faseranordnungen mit einem Mindestabstand von
0,1 mm zwischen den Filamenten zeigt Abbildung 6.13 c). Die verwendeten Hooke’schen
Materialparameter betragen E1 = 75 GPa und ν1 = 0,2 für die Faser sowie E2 = 2,5 GPa
und ν2 = 0,4 für das Matrixmaterial. Die Belastung erfolgt durch die einachsige Verzerrung
εM11 in horizontaler Richtung.
Bisher wurden Grenzen der effektiven Steifigkeit nach Voigt und Reuss genutzt. Liegt
Isotropie vor, so kann der Bereich möglicher Steifigkeiten mithilfe der Grenzen nach Hashin
und Shtrikman weiter eingeengt werden. Bezeichnet G den transversalisotropen Schub-
modul und i = 1 weiterhin das Fasermaterial sowie i = 2 das Matrixmaterial, so lauten die
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a) b) c)
Abbildung 6.13: Vernetzung der RVEs verschiedener Faserverteilungen. In a) ist die Einheitszelle
der idealen hexagonalen Anordnung von Filamenten dargestellt, in b) ein RVE aus 2× 2 Einheits-
zellen und in c) eine zufällige Verteilung mit identischem Faservolumengehalt wie in b). In a) und
b) werden konventionelle FE-Netze verwendet, in c) die XFEM.
Grenzen
GMmin = G2 +
ϕ2
1
G1−G2 + ϕ1
k2+2G2
2G2(k2+G2)
(6.42)
GMmax = G1 +
ϕ1
1
G2−G1 + ϕ2
k1+2G1
2G1(k1+G1)
(6.43)
unter Verwendung von
ki =
Ei
2(1 + νi)(1− 2νi) (6.44)
Gi =
Ei
2(1 + νi)
. (6.45)
Die untere Grenze selbst ist ein guter Schätzwert des effektiven Schubmoduls GM. Sie wird
im Grenzübergang für spezielle Anordnungen von Filamenten erreicht. Dementsprechend
liegen die effektiven Werte in Abbildung 6.14 a) meist näher an der unteren als der oberen
Grenze. Dies gilt insbesondere für zunehmende RVE-Größen, mit denen die Steifigkeitswer-
te gegen den von der Mikrostruktur bestimmten Grenzwert streben und der Einfluss der
Randbedingungen abnimmt. Beinahe alle RB nähern sich dem Grenzwert von oben an, da
zusätzliche kinematische Zwänge auf das RVE ausgeübt werden. Die einzige Ausnahme von
dieser Regel sind MKRB, welche von unten gegen den Grenzwert streben und dabei sogar
die untere Grenze GMmin unterschreiten, da Isotropie nicht gewährleistet wird. Isotrope Er-
gebnisse liefern nur PRB bei ideal hexagonalen Faseranordnungen sowie LVRB für die hier
gewählten Anordnungen, deren Ränder mit Symmetrielinien übereinstimmen, siehe Abbil-
dung 3.2 a). Für große RVE verschwindet die Anisotropie im Mittel in guter Näherung für
alle RB. Die Voigt-Reuss-Grenzen gelten unabhängig von Isotropie. Da sie aber nur eine
sehr grobe Näherung darstellen, sind sie in Abbildung 6.14 nicht eingezeichnet.
Die Steifigkeitswerte der hexagonalen Faseranordnung sind in Abbildung 6.14 a) als durch-
gezogene Linien eingezeichnet. Berechnet wurden RVEs von 1 × 1 bis zu 32 × 32 Einheits-
zellen. Während PRB schon bei Verwendung einer Einheitszelle eine unendlich ausgedehnte
hexagonale Anordnung modellieren, streben alle anderen RB asymptotisch gegen deren Stei-
figkeit GM. Aufgrund des Lokalisierungswinkels αmax = 90° stimmen TRB mit PRB überein.
Zufällige Faserverteilungen wurden für RVEs der Größen 1× 1 bis 8× 8 Einheitszellen be-
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Abbildung 6.14: Konvergenz des effektiven transversalisotropen Schubmoduls GM in doppelt
logarithmischer Darstellung über der RVE-Größe. a) Durchgezogene Linien verbinden die Steifig-
keiten hexagonaler Faseranordnungen. In diesem Fall liefern PRB und TRB identische Ergebnisse.
Strichlinien markieren die Mittelwerte anhand fünf zufälliger Faserverteilungen. Schwarz gepunktete
Linien zeigen die Hashin-Shtrikman-Grenzen an. In b) ist die Abnahme der Standardabweichung
Std(GM) der Moduln anhand zufälliger Filamentanordnungen mit der RVE-Größe dargestellt.
rechnet. Von jeder Größe wurden fünf zufällige Faseranordnungen realisiert. Die ermittelten
durchschnittlichen Moduln GM sind ebenfalls in Abbildung 6.14 a) eingezeichnet und zur
besseren Lesbarkeit mit Strichlinien verbunden. Die Steifigkeiten streben wiederum asym-
ptotisch einen Grenzwert an. Im Gegensatz zur hexagonalen Anordnung weisen auch PRB
dieses Verhalten auf. Außerdem ist in Abbildung 6.14 b) die Standardabweichung Std(GM)
der Moduln dargestellt. Im doppelt logarithmischen Plot deutet sich ein polynomialer Abfall
an, der für verschiedene RB auf unterschiedlich Niveaus aber mit ähnlichen Raten verläuft.
Konkrete Konvergenzraten wurden nicht ermittelt, da für aussagekräfte Werte der Umfang
der durchgeführten Simulationen nicht ausreicht.
Ähnlich wie in [Larsson11] erlaubt die numerische Umsetzung der TRB eine Skalierung
zwischen PRB und MKRB durch die Variation der Anzahl vorläufiger Integrationszonen,
siehe Abschnitt 6.3. Der Übergang zu MKRB wird mit nur einer solchen Zone erreicht.
Somit ermöglicht eine passende Wahl der Zonenzahl die Einstellung gewünschter Steifig-
keitswerte. Der asymptotische Grenzwert der Steifigkeit kann schon anhand kleinster RVEs
dargestellt werden. Wie im folgenden Beispiel 6.5.3 dargelegt wird, ist dies für entfestigendes
Materialverhalten aber nicht empfehlenswert.
Die Ausrichtung β der adaptiven RB wurde mittels Hough-Transformation bestimmt.
Für LPARB und GPRB erzielt die ursprüngliche Hough-Transformation näherungsweise
die Diagonalenwinkel αmax ∈ {30°, 150°}, siehe Abbildung 6.15. Dies entspricht der in Ab-
schnitt 6.4 diskutierten Tendenz. Die modifizierte Hough-Transformation in Kombination
mit TRB ergibt Winkel von αmax ≈ 90°. Das erklärt sich damit, dass links und rechts der stei-
fen Einschlüsse Verzerrungskonzentrationen in der Matrix vorliegen. Die maximale integrale
Vergleichsverzerrung befindet sich also in einem Band, welches viele Bereiche solcher Kon-
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Abbildung 6.15: Lokalisierungswinkel anhand der ursprünglichen Hough-Transformation in
Kombination mit LPARB und GPRB sowie der modifizierten Hough-Transformation mit TRB
werden in a) für RVEs von 12 bis 322 Einheitszellen gezeigt. b) Histogramm der Lokalisierungswin-
kel von je fünf zufälligen Faseranordnungen bei vier RVE-Größen. Die hier und in Abbildung 6.14
gezeigten Ergebnisse entstammen den selben Simulationen.
zentrationen verbindet und dabei möglichst wenige gering verzerrte Einschlüsse schneidet.
Im Falle der hexagonalen Faseranordnung existieren Bänder in vertikaler Richtung, welche
keine Filamente beinhalten, sodass unabhängig von der RVE-Größe exakt αmax = 90° be-
stimmt wird, siehe Abbildung 6.15 a). Je nach zufälliger Faseranordnung kann das optimale
Band leichte Abweichungen von der Vertikalen aufweisen, sodass der Winkel um αmax = 90°
schwankt, siehe Abbildung 6.15 b). Zufallsbedingt steigt auch die Schwankung um den Dia-
gonalenwinkel im Falle von LPARB und GPRB, siehe Abbildung 6.15 b) gegenüber den
Ergebnissen der idealisierten Faserverteilung in Abbildung 6.15 a).
6.5.3 Entwicklung von Lokalisierungszonen
Abschließend soll die Entwicklung von Lokalisierungszonen bei entfestigendem Materialver-
halten für verschiedene RB beleuchtet werden. Im Beispiel werden quadratische RVEs von
0,5 mm × 0,5 mm verwendet. In diesen werden zufällig Filamente von 30 µm Durchmesser
und mindestens 0,5 µm Abstand platziert. Mit 44 Einschlüssen beträgt der Faservolumenge-
halt ϕ1 = 49,8 %. Jede Rechnung wurde fünfmal mit unterschiedlichen RVEs durchgeführt,
zwei sind in Abbildung 6.16 dargestellt. Analog zu Abbildung 6.11 c) werden sie durch
einen einachsigen Verzerrungszustand unter γ = 30° gegenüber der Horizontalen belastet.
Der makroskopische Verzerrungstensor beträgt
[
ε∗Mkl
]
=
ε∗M11 0 00 0 0
0 0 0
 , (6.46)
mit maximal ε∗M11 = 0,001.
Wie im vorangegangen Beispiel betragen die Parameter isotroper Elastizität der Faser
E1 = 75 GPa sowie ν1 = 0,2 und die der Matrix E2 = 2,5 GPa sowie ν2 = 0,4. Darüber
hinaus wird für die Matrix ein Kontinuumsschädigungsmodell ähnlich dem in [Jirásek02]
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Abbildung 6.16: Zwei der fünf in Beispiel 6.5.3 genutzten FE-Netze. Jedes besteht aus etwa 12000
Elementen. Die in Abbildung 6.18 gezeigten Plots basieren auf Netz a).
vorgestellten verwendet, welches lediglich um den Exponent 2 in Gleichung (6.48) ergänzt
wurde. Die Schädigungsvariable d wirkt auf den Steifigkeitstensor Cklmn. Der Formelsatz
lautet
σkl = (1− d)Cklmnεmn (6.47)
d =

0 ∀ κ ≤ ε0
dmax
(
1− ε0
κ
exp
(
−
(
κ− ε0
εc − ε0
)2))
∀ κ > ε0
(6.48)
κ(t) = max (ε0,max (εnl(t
∗))), t∗ ∈ {0, t}. (6.49)
Dabei trägt κ den Charakter einer Geschichtsvariablen. Die Materialparameter dienen der
Modellierung einer schnellen Entfestigung. Dementsprechend beträgt die kritische Verzer-
rung hier ε0 = 0,0005, die maximale Schädigung dmax = 0,999 und die charakteristische
Verzerrung εc = 0,01. Der Parameter t beschreibt die Zeit. Zur Eliminierung der Netzab-
hängigkeit bei Entfestigung wird die nichtlokale Verzerrung εnl verwendet, die das Mittel
der Vergleichsverzerrung εv gemäß Gleichung (6.39) im Radius von 0,015 mm darstellt. Der
Umkreis dieser Mittelung erstreckt sich gemäß der periodischen Fortsetzbarkeit von PRB
und TRB an Rändern auf die gegenüberliegende Seite des RVE. Da eine solche Fortsetz-
barkeit von den anderen vorgestellten RB nicht gewährleistet wird, endet der Umkreis bei
deren Anwendung am Rand. Gemäß einer Vorstudie ist die Fortsetzung des Umkreises nicht
von qualitativem Einfluss auf die Ergebnisse. Beispielsweise wird sie in [Nguyen10] auch für
PRB nicht gewährleistet. Um ferner Instabilitäten in Form eines elastischen Zurückschla-
gens zu verhindern, erwies sich die Ergänzung des Materialmodells um eine regularisierende
Viskosität von 25 kPa s in Form eines parallel geschalteten Dämpfers als ausreichend. Auch
diese Regularisierung ist ohne signifikanten Einfluss auf die präsentierten Ergebnisse. Die
Simulationsdauer beträgt 1 s.
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Im Gegensatz zu [Coenen12b] konnte in der Regel keine kontinuierliche Entwicklung des
Lokalisierungwinkels hin zu einem stationären Wert beobachtet werden. Auch eine Erhö-
hung der Auflösung der Hough-Transformation auf ∆α = 2° und das Akzeptieren einer
Änderung von β um 2° ohne Wiederholen des Inkrements (siehe Algorithmus 6.10) bewirk-
te keine Stabilisierung der Evolution des Lokalisierungswinkels. Während in [Coenen12b]
allerdings plastisches Materialverhalten mit leichter Verfestigung zum Einsatz kam, wird
hier stark entfestigendes Material genutzt. Daher ist es in den hier dargestellten Beispielen
möglich, dass das Matrixmaterial schlagartig an einer Stelle lokalisiert, welche nicht Teil des
vorherigen Bandes maximaler Vergleichverzerrung war. Dies kann eine plötzliche Änderung
des Bandes und damit von αmax bewirken. Gelegentlich konnten solche Änderungen auch
für schon hoch belastete RVEs beobachtet werden, was selten auch zu einer Erhöhung der
makroskopischen Spannung σ∗M11 führte. Um dieses physikalisch nicht gerechtfertigte Verhal-
ten auszuschließen, wurde für die hier gezeigten Ergebnisse der Lokalisierungswinkel nach
dem ersten Inkrement fixiert. Um den Einfluss adaptiver RB von dem unterschiedlicher
Hough-Transformationen für LPARB und GPRB einerseits und TRB andererseits zu iso-
lieren, wurden außerdem Simulation mit Festlegung auf β = 120° durchgeführt.
Abbildung 6.17 a) – h) zeigt den Verlauf der effektiven Spannung σ∗M11 bei ε∗M11 = 0,001 für
alle Lastfälle. Zur Verbesserung der Vergleichbarkeit ist jeweils das Ergebnis periodischer RB
als Referenz eingezeichnet. Dieses weist die geringste Streubreite der Kurven auf. Die erhöhte
Variation im Falle adaptiver RB liegt im Lokalisierungwinkel β als zusätzlichem veränder-
lichen Eingabeparameter begründet. Durch das Fixieren von β = 120° nimmt die Streuung
entsprechend ab. Weiterhin ist an den Ergebnissen von MKRB und LVRB ersichtlich, dass
diese mit dem Einsetzen der Entfestigung ihren Charakter als Grenzen verlieren. Dies gilt
insbesondere für MKRB. LVRB weisen insgesamt die höchsten Spannungswerte auf, vor al-
lem fällt die Spannung nachkritisch nicht auf das nahezu identische Niveau aller anderen RB
ab, sondern liegt etwa doppelt so hoch. Dies liegt in der Vorgabe der homogenen mittleren
Verzerrung auf dem Rand begründet. Die Lokalisierungzone kann die RVE-Oberfläche daher
nicht erreichen und bewegt sich typischerweise an dieser entlang, siehe Abbildung 6.18 b).
Aufgrund dieser künstlichen Stabilisierung des RVE sind LVRB eine schlechte Wahl bei der
Modellierung entfestigenden Materialverhaltens.
MKRB und GPRB zeigen einander ähnliches makroskopisches Verhalten. Typischerweise
kommt es zu einem plötzlichen Spannungsabfall, der mit der Ausbildung einer kleinen Loka-
lisierungszone in Rand- bzw. Ecknähe verbunden ist. Im Mittel mehrerer Simulationen ergibt
sich ein treppenstufenförmiger Spannungsabfall. Demgegenüber zeigen PRB und TRB einen
deutlich flacheren Spannungsabfall, denn es entwickeln sich größere Lokalisierungszonen, da
diese aufgrund des kinematischen Zwangs der RB das RVE vollständig durchlaufen müssen.
LPARB liegen in ihrem Verhalten zwischen PRB und MKRB. Abhängig von der zufälligen
RVE-Geometrie treten sowohl Lokalisierungen im Eckbereich wie auch im RVE-Inneren auf.
Der Einfluss der Hough-Transformation kann wie folgt charakterisiert werden: Im Fal-
le von LPARB und GPRB werden von der ursprünglichen Transformation typischerweise
Werte nahe dem Diagonalenwinkel identifiziert. Dann stellen die punktepaarweisen Zwangs-
bedingungen Beziehungen zwischen gegenüberliegenden Ecken her. Zusätzlich weisen beide
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Abbildung 6.17: Bandbreite der effektiven Spannungs-Verzerrungs-Kurven bei Verwendung un-
terschiedlicher RB. Dünne Linien symbolisieren einzelne RVEs, dicke den Mittelwert aus fünf RVEs.
Alle Plots enthalten die Ergebnisse anhand PRB als Referenz zusammen mit a) LVRB, b) MKRB,
c) und d) LPARB, e) und f) GPRB und g) und h) TRB. In c), e) und g) wurden die adaptiven RB
mit der Hough-Transformation verwendet, in d), f) und h) mit fixem β = 120°.
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RB integrale Bedingungen auf. Da diese aber nur schwache Zwänge ausüben, resultiert ei-
ne Situation ähnlich der bei MKRB auftretenden. Lokalisierungsanfällige Eckbereiche bzw.
Paare von Eckbereichen sind dann nur schwach an das restliche RVE angebunden. Da-
her steigt die Wahrscheinlichkeit der Lokalisierung jener Bereiche bei der Verwendung der
Hough-Transformation gegenüber β = 120° an, weshalb in Abbildung 6.17 c) und e) plötz-
liche Spannungsabfälle häufiger als in Abbildung 6.17 d) und f) auftreten.
Die zusammen mit TRB verwendete modifizierte Hough-Transformation ermittelt
im Durchschnitt einen etwas geringeren Lokalisierungwinkel als den erwartbaren Wert
αmax = 120° senkrecht zu γ = 30°. Dies erklärt sich damit, dass kürzere Bänder mit höherer
Wahrscheinlichkeit eine überdurchschnittliche Vergleichsverzerrung aufweisen, was steilere
Winkel bis hin zu αmax = 90° bevorzugt. Die Ähnlichkeit der Spannungsantworten von TRB
und PRB in Abbildung 6.17 g) ist also durch das Übergehen von TRB in PRB bei Winkeln
von αmax = β → 90° bedingt. Demgegenüber ergeben sich bei β = 120° längere Lokalisie-
rungszonen, welche entsprechend ihrer Ausdehnung eine höhere kritische Energiefreisetzung
aufweisen. Demzufolge kann in Abbildung 6.17 h) ein flacheres Abfallen der Spannung be-
obachtet werden als bei Anwendung der Hough-Transformation.
Um mit PRB vergleichen zu können, mussten Netze verwendet werden, die auf dem Rand
kongruent sind. Punktepaarweise Zuordnungen adaptiver RB unter einem Winkel β kön-
nen dennoch nicht zwischen Knotenpaaren realisiert werden, weshalb in Abschnitt 6.3 die
Zuordnung über Integrationszonen dargelegt wurde. Am vorliegenden Beispiel wurde un-
tersucht, ob die Zuordnung von Randbereichen unterschiedlicher Materialien zu einseitigen
Verzerrungskonzentrationen auf der weicheren (Matrix-)Seite führt – und ob diese Verzer-
rungskonzentrationen durch die Verwendung von größeren Integrationszonen reduziert wer-
den können. Es zeigt sich aber der gegenteilige Effekt, dass vergröberte Integrationzonen
angesichts des stark entfestigenden Materialverhaltens zu höheren Verzerrungskonzentra-
tionen auf der weicheren Seite führen. Diese können ähnlich zu den Zonen im Eckbereich
das effektive Materialverhalten dominieren. Das Problem trat nicht auf bei Verwendung
kleinstmöglicher Integrationszonen, welche den hier gezeigten Ergebnissen zugrunde liegen.
Zusammenfassend lässt sich die typische am Beispiel von MKRB gemachte Beobachtung
wie folgt verallgemeinern: Integrale RB über große Bereiche, die keine tatsächliche Sta-
bilisierung durch punteweise RB erfahren, führen zu fehlerhaften Lokalisierungszonen an
der schwächsten Stelle dieses Randbereiches. Beispielhafte Feldplots der Schädigung d zeigt
Abbildung 6.18. Bei MKRB entwickelte sich in allen fünf zufälligen RVEs eine Lokalisie-
rungszone im Eckbereich. Bei GPRB war dies meist der Fall. Demgegenüber realisierten
PRB die makroskopische Verzerrung ε∗M11 immer durch eine vertikale Lokalisierungszone und
Starrkörperrotation des RVE.
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Abbildung 6.18: Feldplots der Schädigungsvariable d über deformierten RVE-Geometrien nach
vollständiger Aufbringung der unten skizzierten einachsigen Belastung. Die Deformation ist um
einen Faktor 50 überhöht dargestellt. Die verwendeten RB sind a) PRB, b) LVRB, c) MKRB, d)
LPARB, e) GPRB und f) TRB. Obwohl die Bezeichnung generalisierte periodische RB (GPRB)
periodische Fortsetzbarkeit suggeriert, ist deutlich zu erkennen, dass diese nicht gewährleistet wird.
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In der Einleitung wurde die in [Bažant10] geäußerte Kritik an der Sinnhaftigkeit der Vorher-
sage entfestigenden Materialverhaltens und Versagens mittels Homogenisierungsmethoden
erwähnt. Bazants zentrale Kritikpunkte sind:
P1 ungeeignete Randbedingungen für das RVE bei Entfestigung
P2 Vernachlässigung des Energietransfers aus dem gesamten Bauteil zur Dehnungslokalisierung
P3 Ersetzen der RVE-Mikrostruktur mit einem empirischen makroskopischen Materialmodell
P4 physikalisch ungerechtfertigte Regularisierung des lokalisierenden Materialverhaltens im RVE
P5 fehlende Ableitung einer Regularisierung für das makroskopische Materialmodell.
Diese Einwände werden im Folgenden aufgegriffen.
Die Betrachtung der Randbedingungen gemäß P1 ist ein wesentlicher Bestandteil die-
ser Arbeit. Seine Bearbeitung erfolgte in den Abschnitten 6.2 – 6.5. Eine Auswertung der
Ergebnisse wird in 7.2 vorgenommen. Nach dieser kann P1 nicht weiter als signifikante
Einschränkung angesehen werden kann.
Tatsächlich ist die Verwendung klassischer Homogenisierungsverfahren bei Dehnungslo-
kalisierung nicht zulässig, wie einleitend in Kapitel 6 erläutert. Abschnitt 6.1 gibt einen
Literaturüberblick über zulässige Verfahren zum Skalenübergang in diesem Fall. Meist er-
möglichen diese die Identifizierung von Kohäsivzoneneigenschaften, also makroskopischen
Materialeigenschaften bei Entfestigung inklusive des materiellen Größeneinflusses. Bei Ver-
wendung dieser im Rahmen einer Simulation auf Makroebene wird der Energietransfer von
der entlastenden Struktur in die Versagenszone durchaus korrekt erfasst. Eine Lösung für
Problem P2 existiert demnach.
Die Materialidentifikation ist eine grundlegende Aufgabe, die vor jeder Strukturberech-
nung zu lösen ist. In der Regel ist das Bereitstellen eines validen makroskopischen Mate-
rialmodells entsprechend P3 im nichtlinearen Fall eine fordernde Aufgabe – unabhängig von
der Anwendung von Homogenisierungsmethoden. Aus Sicht des Autors ist das Vorliegen ei-
nes funktionierenden Homogenisierungsverfahrens dabei allerdings kein Hindernis, sondern
eine wertvolle Unterstützung, da beispielsweise Einflüsse simuliert werden können, welche
experimentell nicht zugänglich sind. Schließlich ist gerade durch die Verwendung der Ho-
mogenisierung im Rahmen einer FE2-Umgebung die Notwendigkeit eines makroskopischen
Materialmodells umgehbar.
Auch P4 berührt die Materialidentifikation, jedoch auf der Mikroebene. Eine regulari-
sierende Modellierung stellt die Verwendung von CZ-Modellen für Grenzschichten dar. Die
Charakterisierung derselben in Kapitel 5 ist ein zentraler Bestandteil dieser Arbeit, der in
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Abschnitt 7.1 ausgewertet wird. Die Modellierung des nachkritischen Verhaltens des Ma-
trixmaterials einschließlich Regularisierung konnte im Rahmen dieser Arbeit nicht erfolgen,
siehe Abschnitt 7.4. Die prinzipielle Machbarkeit zeigen beispielhaft die schon erwähnten
Studien [Göktepe07; Ambati16].
Des Weiteren gibt Abschnitt 7.3 einen Ausblick auf die mögliche Regularisierung makro-
skopisch entfestigenden Materialverhaltens, falls dieses nicht ausreichend stark lokalisiert,
um die Anwendung eines CZ-Modelles zu rechtfertigen. Damit wird auch eine Lösung für
P5 angeboten.
Somit ist die Prognose des effektiven entfestigenden
Materialverhaltens mittels Homogenisierung möglich.
Sie bleibt aber eine fordernde Aufgabe, die auch weiterhin die Beachtung vieler Details er-
fordert. Als Beispiel sei hier [Hühn16] erwähnt, der selbiges Ziel unter dem Titel »Versagens-
prognose« verfolgt. Dabei wurden jedoch klassische Homogenisierungsmethoden verwendet.
Außerdem wurde die Größe der finiten Elemente des nicht regularisierten entfestigenden Ma-
terialgesetzes nicht als Modellparameter erkannt. Zwischen der Identifikation der Parameter
anhand makroskopischer Probengeometrien und deren Verwendung im RVE ändert sich die
Elementgröße und mit ihr die Energiefreisetzungsrate aber um mehrere Größenordnungen,
sodass in [Hühn16] auf der Mikroskala tatsächlich keine experimentell ermittelten Materi-
alparameter vorliegen. Auch wenn das Übergehen dieser Punkte den Einwänden Bazants
entspricht, sollte dies nicht als Untauglichkeit richtig angewandter Homogenisierungsmetho-
den bei Dehnungslokalisierung missverstanden werden. Den Ausblick auf eine abschließende
Validierung gibt Abschnitt 7.4.
7.1 Charakterisierung des mikroskopischen
Materialverhaltens
Bei der Charakterisierung des vorkritischen Verhaltens der Einzelmaterialien traten keine si-
gnifikanten Probleme auf. Als Beispiel eines mikroskopisch heterogen aufgebauten Materials
kam ein FKV aus Epoxidharz L 1100 und E-Glasfasern zum Einsatz. Bezüglich des nach-
kritischen Verhaltens des Epoxidharzes wird auf den Ausblick in Abschnitt 7.4 verwiesen.
Die Erfassung des generell spröden Versagens der Glasfasern erfolgte durch eine Festigkeits-
verteilung. Anhand von Einzelfaserzugversuchen konnten die Parameter einer solchen nicht
abschließend identifiziert werden. Eine mögliche Ursache dafür ist, dass sich der mehrachsige
Spannungszustand in der Einspannung nicht auf ein skalares einachsiges Versagenskriterium
abbilden lässt. In über diese Arbeit hinausgehenden Untersuchungen sollten aber zunächst
diejenigen Einflüsse untersucht werden, welche aus der Versuchsdurchführung und Proben-
auswahl resultieren.
Eine Festigkeitsverteilung der Faser im Verbund konnte anhand des Einzelfaserfragmen-
tierungstests (SFFT) identifiziert werden. Es ist nicht auszuschließen, dass diese aufgrund
von Fertigungseinflüssen von der Festigkeit der nicht eingebetteten Faser abweicht. Zusätzli-
che Einflüsse ergaben sich im untersuchten Fall durch Alterung und eine Klimatisierung der
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SFFT-Proben bei erhöhter Feuchte. Diese sollten in weiteren Untersuchungen ausgeschlossen
werden.
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Abbildung 7.1: Festigkeitsverteilung von aus einem Gelege entnommenen Glasfilamenten mit
Ausgleichsgeraden je Messlänge. Bei den Messlängen 5, 10, 20 und 50 mm zeigen sich geringere
Festigkeiten kürzerer Faserlängen oberhalb eines Wahrscheinlichkeitsniveaus von 30 %. Dies wi-
derspricht klar der Tatsache, dass bei Filamenten einer Grundgesamtheit kürzere Fasern im Mittel
weniger Defekte aufweisen. Die Proben unterschiedlicher Messlängen können also nicht einer Grund-
gesamtheit entstammen.
Unter dieser Prämisse wurden hier weitere Studien unternommen. Im Rahmen dieser
erfolgte die Lagerung der SFFT-Proben bei Normklima. Das IPF stellte wiederum Einzel-
faserfestigkeitsmessungen des eingesetzten Fasermaterials zur Verfügung. Deren Ergebnis-
se dokumentiert Abbildung 7.1. In diesem Fall konnte die Probennahme aus einem Ro-
vingabschnitt je Messlänge klar als Ursache dafür identifziert werden, dass die aus dem
Roving- bzw. Textilmaterial entnommenen Filamente keiner gemeinsamen Grundgesamt-
heit entstammen. Demnach ist auch die Abbildbarkeit der Ergebnisse durch eine einzige
Festigkeitsverteilung nicht zu erwarten. In diesem Zusammenhang stellt die Betrachtung
des Steifigkeitseinflusses auf die Feinheitsmessung der Fasern in Anhang B sicher, dass un-
genaue Radiusmessungen als Fehlerursache ausgeschlossen werden können. Darüber hinaus
wurde mit der Untersuchung begonnen, ob und wie der Ort des Erstversagens der Faser zu-
verlässig erkannt werden kann. Sind Klemmbrüche nicht eindeutig zu erkennen, sollten sie
keinesfalls aus den Messdaten aussortiert werden. Anhand der Messlänge 5 mm waren 29 %
der Bruchorte nicht indentifizierbar, 29 % wurden im Messbereich und 42 % im Klemmbe-
reich gefunden. Bei größeren freien Längen führt die Zunahme der elastisch gespeicherten
Energie der Faser nach dem Versagen häufiger zu weiteren Brüchen. Die Probe »zerspringt«.
So veränderte sich bei einer Einspannlänge von 20 mm die Relation der erkannten Bruchorte
zu 57 % nicht auffindbar, 40 % im Messbereich, 3 % in der Klemmung.
Zusammengefasst wird für zukünfige Studien der Thematik empfohlen, eine Probennahme
nach [DIN538032] zu vereinbaren und die Bruchorte, wenn möglich, je Filament zu doku-
mentieren. Es sollten ferner keine Messungen aufgrund des Bruchortes aussortiert werden.
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Nur dann steht der gesamte Informationsgehalt für die Anpassung von Festigkeitsvertei-
lungen unter Berücksichtigung des Klemmeinflusses zur Verfügung, siehe Abschnitt 4.3.2.
Dies bedeutet zunächst einen hohen experimentellen Aufwand. Ziel ist das Verständnis je-
ner Ursachen, welche die Festigkeitsmessung an steifen Fasern erschweren oder bisher gar
unmöglich machen. Auf Grundlage dieses Verständnisses sollten dann Vereinfachungen der
Versuchsdurchführung abgeleitet werden, die eine Festigkeitsbestimmung mit dem für nach-
giebigere Fasern üblichen experimentellen Aufwand erlauben.
Weiterhin erfolgte die Charakterisierung der Grenzschichteigenschaften auf Mikroebene.
Im Vergleich zwischen SFFT und Pullout ergab sich eine sehr gute Übereinstimmung der
identifizierten CZ-Parameter, siehe Tabelle 5.2. Die Ermittlung der Eigenschaften erfolgte
durch Parameterstudien anhand von FE-Simulationen. Eine solche Übereinstimmung er-
reicht die Datenreduktion anhand vereinfachter analytischer Modelle wie dem »shear-lag«-
Modell üblicherweise nicht. Beispielsweise zeigen die Ergebnisse in [Pitkethly93] typische
Verhältnisse von 1,5 bis 3 zwischen in Pullout und SFFT identifizierten Grenzflächenfes-
tigkeiten. Nichtsdestoweniger sind solche und komplexerer Modelle, wie beispielsweise aus
[Zhandarov14], zum qualitativen Vergleich unterschiedlicher Materialien sinnvoll. Um auch
quantitativ belastbare Eingabeparameter für Homogenisierungsrechnungen abzuleiten, ist
das hier beschrittene Vorgehen zu bevorzugen.
7.2 Randbedingungen bei Lokalisierung auf Mikroebene
An Lokalisierungszonen adaptierbare Randbedingungen (RB) wurden in Abschnitt 6.2 vor-
gestellt und ihre Eigenschaften in Abschnitt 6.5 an Beispielen nachgewiesen. Insbesondere
konnte anhand des Beispiels 6.5.3 nachgewiesen werden, dass die in Abschnitt 6.2.3 vorge-
schlagenen Tesselationsrandbedingungen (TRB) unter den adaptiven RB die einzigen sind,
welche fehlerhafte Lokalisierungszonen im Rand- oder Eckbereich ausschließen. Es muss
erwähnt werden, dass beispielsweise [Inglis08] abweichende Ergebnisse präsentiert, nach de-
nen minimal kinematische Randbedingungen (MKRB) und periodische Randbedingungen
(PRB) einander ähnliche und gute Ergebnisse erzielen. Die dortige Analyse bezieht sich
ebenfalls auf transversalisotrope Eigenschaften von FKV. Statt Matrixschädigung wurde In-
terfaceschädigung betrachtet. Der entscheidende Unterschied gegenüber der hier untersuch-
ten Problemstellung ist, dass die Einschlüsse so platziert wurden, dass sie den RVE-Rand
nicht schneiden. Dadurch werden die signifikanten Schwachstellen vermieden. Anderfalls
würde von MKRB mit dem Loslösen einer geschnittenen Faser der typische Modus feh-
lerhafter Lokalisierung ohne Belastung des restlichen RVE realisiert. Auch in [Coenen12b]
fanden Anordnungen von Einschlüssen Anwendung, die Überschneidungen mit dem Rand
ausschließen. In [Gitman07] wird dies als Wandeffekt bezeichnet. Hier bewirkt dieser eine
Steigerung der Duktilität des effektiven Materialverhaltens gegenüber RVEs mit beliebigen
Materialanordnungen. Abhängig von der Größe des RVE ist es bei Vorliegen einer nähe-
rungsweise monodispersen Durchmesserverteilung außerdem unmöglich zufällige Faseran-
ordnungen ohne Randüberschneidung mit realistischen Faservolumengehalten von ϕ1 & 0,5
zu erhalten.
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Die Verwendung von linearen Verschiebungsrandbedingungen (LVRB) kann bei Vorliegen
entfestigenden Materialverhaltens nicht empfohlen werden. Ob aber PRB oder MKRB als
ausreichend erachtet werden können, hängt stark von der effektiven Duktilität des Werkstoffs
ab. Der in [Inglis08] modellierte Fall beschreibt makroskopisch nur eine kurzfristige Entfesti-
gung, der bald erneute Verfestigung folgt. In [Coenen12b] wird mit plastischer Verfestigung
gearbeitet, die nur durch geometrische Nichtlinearität zu schwacher makroskopischer Ent-
festigung führt. Schon in diesem Fall unterschätzen MKRB die effektive nachkritische Span-
nung maßgeblich. Im Detail ist die Signifikanz der Abweichung zwischen verschiedenen RB
nur im Zusammenspiel mit der Genauigkeit vorliegender Materialdaten und -modelle zur Pa-
rametrisierung des Homogenisierungsschemas zu beantworten. Bei Validierungsrechnungen
ist außerdem die Präzision der Messung des effektiven Materialverhaltens zu berücksichtigen
Unabhängig davon kann die in [Glüge12] notierte Beobachtung bestätigt werden, dass bei
der Anwendung von PRB die Ausrichtung von Lokalisierungszonen von der Periodizität des
RVE dominiert wird. Wenn dieses Verhalten unerwünscht ist und MKRB aufgrund relevan-
ter Entfestigung unrealistische Ergebnisse liefern, sollten adaptive RB verwendet werden.
Zur Bestimmung der Lokalisierungsrichtung, an welcher diese auszurichten sind, wurde hier
für Lokalisierungspfad-abhängige Randbedingungen (LPARB) und generalisierte periodische
Randbedingungen (GPRB) die für erstere vorgeschlagene Hough-Transformation verwen-
det. Allerdings weist diese eine starke Tendenz zur Gleichsetzung der Lokalisierungsrichtung
mit einer RVE-Diagonalen auf. Daher wurde mit einer modifiziertenHough-Transformation
für TRB ein unverfälschtes Kriterium bereitgestellt. Alternativ kann auf den in [Belytsch-
ko08] beschriebenen Ansatz verwiesen werden.
7.3 Charakteristische materielle Längen der
Makroebene
Einleitend wurde der Einwand Bazants angesprochen, dass die Betrachtung des Versagens
von Materialien mit den Mitteln der numerischen Homogenisierung nicht zielführend sein
kann. Das zentrale in [Bažant10] vorgebrachte Argument ist, dass zur Charakterisierung
des effektiven Materialverhaltens die Bestimmung einer makroskopischen Regularisierung
gehört, welche die Ausdehnung einer Makro-Lokalisierungszone entsprechend einer nicht-
lokalen Länge lMnl steuert. Diese ist notwendigerweise eine charakteristische Länge der Ma-
kroskala. Gemäß des Grundsatzes der Skalenseparation muss ein RVE deutlich geringere
Abmessungen als diese Länge aufweisen, sodass die Bestimmung der Länge anhand der
Breite der Lokalisierung im RVE unmöglich ist. Es kann eingewendet werden, dass die Brei-
te dieser Zone nicht relevant ist, wenn sie gegenüber den anderen charakteristischen Längen
der Makroskala klein ist, das Schädigungsband auf dieser Skala also als Fläche bzw. als Riss
modelliert werden kann. Dennoch stellt sich die Frage, ob das in dieser Arbeit verfolgte
Homogenisierungskonzept hinfällig ist, sobald eine signifikante makroskopische nichtlokale
Länge existiert.
Zur Beantwortung dieser Frage ist relevant, wie diese Länge im Rahmen einer Materi-
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almodellierung überhaupt erfasst wird. Es existieren Modellierungsstrategien wie die einer
nichtlokalen integralen Mittelung, der expliziten Definition einer nichtlokalen Größe oder
ihrer impliziten Definition, siehe [Kuhl00] als Einstieg. Die letztere in [Peerlings98] vorge-
schlagene Methode zeichnet sich unter anderem dadurch aus, dass sie sich ohne prinzipielle
Erweiterungen in das Konzept der FEM einfügen lässt. Dazu wird ein Materialmodell um
eine zusätzliche Variable erweitert. Für eine anschauliche Diskussion und im Hinblick auf
Abschnitt 7.4 sei hier das Beispiel entfestigender Plastizität gewählt. Die Idee ist aber nicht
auf Plastizität beschränkt und funktioniert beispielsweise ebenso für Schädigung. Für Plas-
tizität ist die Wahl einer nichtlokalen plastischen Vergleichsverzerrung ε¯plast denkbar. Wäh-
rend die plastische Vergleichsverzerrung εplast eine innere Variable ist, genügt ihr nichtlokales
Äquivalent ε¯plast als primäre Feldgröße einer Differentialgleichung (DGL) des Typs
ε¯plast − cεε¯plast,kk = RHS. (7.1)
Der im einfachsten Fall konstante Koeffizient cε korrespondiert mit der nichtlokalen Länge
lnl, sodass diese als lnl =
√
cε definiert werden kann. Die rechten Seite (RHS) ist der Quell-
term der Entwicklung von ε¯plast und hängt vom konkreten Materialmodell ab, welches hier
nicht weiter spezifiziert wird. Stattdessen soll auf die Analogie zur Navier-Gleichung
G
(
ul,kk +
1
1− 2ν uk,lk
)
= −fl (7.2)
hingewiesen werden. Im Falle linearer isotroper Elastizität stellt sie als DGL zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten die Bestimmungsgleichung der Verschiebung dar. Die Homo-
genisierung beruht auf der in Abschnitt 3 motivierten Kopplung zwischen mikroskopischem
und makroskopischem Verschiebungsfeld, welche ebenso für die Felder von ε¯plast möglich
ist. Wie die mit Volumenkraftdichte fl notierte Navier-Gleichung ist die nichtlokale DGL
(7.1) inhomogen. Die Behandlung von Quelltermen in der Homogenisierung wurde in dieser
Arbeit nicht benötigt, ist aber nicht ausgeschlossen, siehe [Souza Neto15]. Auch erfolgte hier
nur die Berechnung effektiver Schubmoduln GM, die Berechnung des vollständigen effektiven
Steifigkeitstensors, wie er im Falle des FE2-Ansatzes benötigt wird, ist aber ebenfalls Stand
der Technik, siehe [Miehe02], auch im Falle nichtlinearen Materialverhaltens. Aus Sicht des
Autors steht der Verallgemeinerung dieser Konzepte auf ein Mehrfeldproblem, wie es die
implizite nichtlokale Modellierung darstellt, nichts entgegen. Zur Bestimmung der effekti-
ven nichtlokalen Länge ist demnach die Bestimmung des makroskopischen Koeffizienten cMε
in Analogie zur makroskopischen Steifigkeit nötig. Dieser charakterisiert die makroskopische
Regularisierung. Die gesuchte charakteristische Länge ergibt sich aus lMnl =
√
cMε .
7.4 Validierung des Homogenisierungsansatzes
Eine abschließende Validierung des vorgestellten Homogenisierungsansatzes konnte im Rah-
men dieser Arbeit nicht erreicht werden. Ein entscheidender Punkt hierfür ist die nicht
ausreichende experimentelle Datenlage. Es würden Experimente benötigt, um die relevan-
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ten Materialphänome der Einzelkomponenten bis hin zum Versagen zu modellieren und zu
parametrisieren. Für die Glasfasern bedeutet das die Identifikation der Festigkeitsvertei-
lung, welche im Einzelfaserzugversuch aufgrund der widersprüchlichen Messergebnisse bis-
her nicht bestimmt werden konnte. Ersatzweise können die mithilfe des SFFT ermittelten
Weibull-Parameter genutzt werden. Während die Grenzflächeneigenschaften tangential
zur Oberfläche durch SFFT und Pullout gut bestimmbar waren, wäre für eine belastbare
Charakterisierung der Eigenschaften in Normalenrichtung die Nutzung von Daten aus dem
Cruciform-Test, siehe Abschnitt 5.2, wünschenswert.
Außerdem muss das nachkritische Verhalten des Matrixmaterials modelliert werden. Da-
zu wurden erste Versuche an Zugproben durchgeführt. Die mittels DIC gemessenen Ob-
erflächendehnungen lassen die Berechnung einer mittleren wahren Zugspannung σ im am
stärksten eingeschnürten Querschnitt zu, siehe Abbildung 7.2 a).
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Abbildung 7.2: a) Kurven der wahren Spannung über der technischen Dehnung im zentralen
Querschnitt der sich ausbildenen Einschnürung bei verschiedenen Belastungsgeschwindigkeiten und
b) Fit der selben experimentellen Daten in Form der ersten Piola-Kirchhoff-Spannung S durch
das plastische Maxwell-Modell aus Abbildung 7.3. Einzelne Kurven kennzeichnen einzelne Pro-
ben. Ein Dreieck markiert den letzten Messwert vor dem Totalversagen. In b) sind Experimente
gepunktet und die Modellantwort dick gezeichnet.
Die Modellierung dieses Materialverhaltens ist anhand der Verallgemeinerung des mehr-
stufigen Maxwell-Modelles aus Abbildung 4.6 mit einem St.-Venant-Element je Stufe
möglich, siehe Abbildung 7.3. Diese rheologische Schaltung ist durch die Vorstellung von Po-
lymerketten unterschiedlicher Relaxationszeiten, welche allesamt auch aneinander abgleiten
können, motivierbar. Im Gegensatz zur Schaltung des plastischen Modellanteils in Reihen-
oder Parallelschaltung zum mehrstufigenMaxwell-Modell kann dieser Ansatz den Verlauf
der ersten Piola-Kirchhoff-Spannung S qualitativ reproduzieren. Insbesondere wird die
mit der Dehnrate steigende Maximalspannung und der steilere nachkritische Spannungabfall
wiedergegeben. Der in Abbildung 7.2 b) gezeigte quantitative Fit benötigt zwei zusätzliche
Parameter – εf zur Definition des Fließbeginns bei iSf = iEεf und h zur Einstellung des
linearen Ver- bzw. Entfestigungsmoduls ik = iEh.
Zur mehrachsigen Verallgemeinerung ist nach [Fiedler01] eine paraboloide Fließfläche ge-
eignet. Zur Kalibrierung derselben können Experimente unter Druck oder Mehrachsigkeit
gewählt werden. Außerdem ist zu erwarten, dass eine belastbare Modellierung nichtassozierte
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Abbildung 7.3: Verallgemeinerung des mehrstufigen Maxwell-Modells aus Abbildung 4.6 zur
Modellierung von Plastizität durch eine zusätzliche Parallelschaltung von Elastizität und St.-
Venant-Element je Stufe.
Plastizität erfordert, was die notwendige experimentelle Basis weiter verbreitert. Schließlich
steigt die Komplexität der Modellierung, da das Epoxidharz L 1100 einen plötzlichen Über-
gang von duktiler Entfestigung hin zum Sprödbruch zeigt. Letzterer tritt selten auch knapp
außerhalb des höchstbelasteten Querschnitts der Einschnürung auf, sodass von einem zu-
sätzlichen Versagensmechanismus ausgegangen werden muss. In Plot 7.2 b) äußert sich dies
in der breiten Streuung der Versagensdehnung. Die Spannungsantwort, welche bis zu einer
kritischen mittleren plastischen Vergleichsverzerrung aller Maxwell-Stufen eingezeichnet
ist, kann zwar die Tendenz zu früherem Versagen bei höheren Dehnraten wiedergeben, nicht
aber die Streubreite. Zur Aufklärung dieses Sachverhalts sind bruchmechanische Untersu-
chungen nötig. Die Ausstattung für solche und die oben erwähnten mehraxialen Versuche
stand jedoch nicht zur Verfügung. Insgesamt ist das Schädigungsverhalten des Epoxidharzes
im untersuchten Geschwindigkeitsbereich vielfältig und komplex. Eine vollständige Charak-
terisierung des L 1100 ist daher sowohl seitens der Experimentiertechnik, wie auch seitens
der Materialmodellierung sehr aufwändig und übersteigt den Rahmen dieser Arbeit.
Läge eine vollständige Charakterisierung der Komponenten vor, so wäre die Material-
antwort auf jede beliebige Beanspruchung berechenbar. Zum Vergleich dieser Antworten
mit Messungen können verschiedene Experimente an Verbundproben genutzt werden. Diese
reichen von Versuchen an vergleichsweise einfachen uniaxialen Zugproben hin zu komplizier-
teren Proben für mehrachsige- und Schublastfälle. Gemäß [Gude15] kann der »V-notched
rail shear test« als Standard für die Ermittlung von Schubmoduln und -festigkeiten ange-
sehen werden. Verwandte Alternativen sind Iosipescu- und Arcan-Test. Vorstudien zur
Geometrieoptimierung ebener unidirektional (UD) verstärkter Proben deuten jedoch darauf
hin, dass diese angesichts der bisher identifizierten Materialeigenschaften nicht im verjüng-
ten Querschnitt im Schubmode versagen, sondern an Einspannungen oder Flanken unter
Zug. Zur Ermittlung von schubdominierten Versagensparametern ist ein Ausweichen auf
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Rohrprüfkörper möglich, welche allerdings sehr aufwändig in ihrer Herstellung sind. Es ist
demnach sinnvoll als ersten Schritt einer Validierung Zuglastfälle anzustreben. Für das vor-
liegende Epoxidharz ist außerdem zu erwarten, dass die Proben final spröde versagen. Da
dieses Totalversagen an unweigerlich existenten Imperfektionen initiert, sind diese Imperfek-
tionen einerseits im RVE abzubilden. Andererseits ist eine signifikante Streuung gemessener
Festigkeitswerte zu erwarten. Daher ist es weiterhin sinnvoll, stattdessen scharf gekerbte
Proben zu untersuchen und Energiefreisetzungsraten zwischen Experiment und Simulation
zu vergleichen.
Die Produktion solcher Prüfkörper wurde in [Pinho09] untersucht. Die empfohlene Herstel-
lungsmethode basiert auf dem Einschneiden der äußersten UD-Lage vor der Konsolidierung
und dem Platzieren eingetrennter Rasierklingen im Gießwerkzeug zum Erhalt dieses Ein-
schnitts. Wie viele der hier erwähnten Experimentiertechniken überstieg auch diese die für
das bearbeitete Projekt vorgesehenen Ressourcen. Im Rahmen einer Vorstudie wurden da-
her UD90°-Streifenproben mit Rasierklingen eingekerbt, siehe Abbildung 7.4 a). Da sich die
Klingen schon bei einem Schnitt durch das glasfaserverstärkte Epoxidharz stark abnutzen,
war es kaum möglich, eine Kerbe definierter und über die Breite konstanter Tiefe einzu-
bringen. Durch letzere Problematik war auch das Ausmessen der Kerbtiefe im Mikroskop
nicht zuverlässig möglich. Während die Kerbtiefe an den Seitenflächen im günstigsten Fall
gut erkennbar ist, siehe Abbildung 7.4 b), war durch den Blick von oben in den Kerb keine
Information ableitbar, da die Rasierklinge oftmals zur Seite auswich und der Kerbgrund
somit nicht sichtbar war.
a) b)
≈320 µm
Abbildung 7.4: a) Gekerbter Bereich einer zweilagigen UD 90°-Streifenprobe von etwa 2,5 mm
Dicke im Stereomikroskop und b) seitlicher Blick auf die oberflächliche Kerbe einer solchen Probe.
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A Feuchteaufnahme des
Matrixmaterials
Die Untersuchung des Diffusionsverhaltens des Epoxidharzes erfolgt hier, um die notwen-
dige Zeit zur Konditionierung der Proben (siehe Abschnitt 5) abschätzen zu können. In
[DIN62] ist die Messung der Feuchteaufnahme von Kunststoffen an Plattenprüfkörpern be-
schrieben. Zum Zeitpunt der Messung waren allerings keine Platten verfügbar, weshalb die
vorhandenen Zugproben Verwendung fanden. Die Proben wurden mindestens 33 d getrock-
net. Anschließend wurde die Konditionierung in einem Exsikkator durchgeführt, in dem eine
relative Luftfeuchte von 85 % durch eine gesättigte Kaliumchlorid-Lösung eingestellt wurde.
Zur Wägung wurden die Proben nur möglichst kurz entnommen.
Mangels plattenförmiger Proben konnte die Analyse der Messergebnisse nicht wie in
[DIN62] anhand der analytischen Lösung des eindimensionalen Diffusionsproblems erfolgen.
Die Auswertung erfolgt hier aber ebenfalls unter der Annahme Fick’scher Diffusion mit
konstantem Diffusionskoeffizienten, also ohne Betrachtung eines Grenzflächenwiderstandes
oder anomaler Diffusion. Zur rechnerischen Anpassung des Diffusionskoeffizienten und der
Sättigungsmasse wären dreidimensionale numerische Simulationen des Diffusionsproblems
für die komplexe Probengeometrie denkbar gewesen. Im Sinne einer einfachen Abschätzung
wurde dies hier vermieden und stattdessen eine Vergleichslösung durch gewichtete Mittelung
der analytischen Lösungen der unendlich ausgedehnten Platte und des Stabes genutzt. Die
Gewichte wurden aus einer Zerlegung der Deckfläche der Zugprobe in einen inneren Bereich
und eine Randzone ermittelt. Die Breite der Randzone betrug die Hälfte der Breite des
Messbereiches. Die Ecken in Abbildung A.1, in denen sich die Randbereiche überschneiden,
wurden der Randzone doppelt zugerechnet. Daraus ergibt sich eine Fläche der Randzone
von ARand = 224 mm2 bei einer Gesamtfläche von Agesamt = 748 mm2. Dementsprechend
lautet die Wichtung der eindimensionalen Plattenlösung zur zweidimensionalen Stablösung
( )gesamt = 0,299( )2D + 0,701( )1D. (A.1)
Abbildung A.1: Probendeckfläche mit Randzone, die näherungsweise mit der analytischen Lösung
des Diffusionsproblems für den Stab erfasst wurde.
A
A Feuchteaufnahme des Matrixmaterials
Die Differentialgleichung der Konzentration c bei Diffusion lautet
∂c
∂t
= Dcc,kk. (A.2)
Im Lösungskatalog [Polyanin01] für lineare Differentialgleichungen findet sich die Lösung
c2D =
16cs
pi2
{ ∞∑
n=0
1
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sin
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(A.3)
für das Konzentrationsfeld c des Quadratquerschnitts mit der Kantenlänge b bei homogener
Anfangsbedingung c = cS und homogenen Dirichlet-Randbedingungen c = 0. Die damit
gegebene Formel modelliert den Trocknungsprozess. Für den Befeuchtungsprozess sind die
Anfangsbedingung mit c = 0 und die Randbedingung mit c = cS zu vertauschen. Zusammen
mit einer integralen Mittelung über den quadratischen Querschnitt x1, x2 ∈ [0, b] erhält man
die mittlere Konzentration cˆ von
cˆ2D = cs
1− 64
pi4
{ ∞∑
n=0
1
(2n+ 1)2
exp
[
−pi
2(2n+ 1)2Dct
b2
]}2 . (A.4)
Analog ergibt sich für die Platte die auch in [DIN62] gegebene mittlere Konzentration
cˆ1D = cs
(
1− 8
pi2
∞∑
n=0
1
(2n+ 1)2
exp
[
−pi
2(2n+ 1)2Dct
b2
])
, (A.5)
wobei b hier die Plattendicke ist, welche im vorliegenden Fall gerade der Kantenlänge des
Quadratquerschnittes entspricht. Da die lineare Differentialgleichung (A.2) eine Superposi-
tion von Lösungen erlaubt, kann bei Annahme einer hinreichend konstanten Konzentrati-
onsverteilung die nach der Trockenphase verbleibende Masse ohne Einschränkung der All-
gemeinheit als Trockenmasse m0 definiert werden. Die Massezunahme der Gesamtprobe
modelliert dann die Formel
mgesamt = m0 + ∆ms
(
0,299
cˆ2D
cs
+ 0,701
cˆ1D
cs
)
. (A.6)
Unter Verwendung dieser können die unbekannten Parameter Sättigungsmassedifferenz ∆ms
und Diffusionskoeffizient Dc mithilfe eines Fits aus Messwerten bestimmt werden. Die Mes-
sung erfolgte dabei an zwölf einzelnen Zugproben, von denen drei als Ausreißer aussortiert
wurden. Durch die Minimierung der quadratischen Abweichung zwischen Messwerten und
Modell konnten eine Sättigungsmassezunahme von ∆ms = 0,0197m0 und ein Diffusions-
koeffizient von Dc = 1,35 · 10−7 mm2/s bestimmt werden. Im Rahmen der hier durchge-
führten phänomenologischen Betrachtung und der dafür getroffenen Annahmen wird die
B
Abbildungsqualität der Messwerte als ausreichend erachtet, um eine Schätzung notwendiger
Konitionierungsdauern abzuleiten.
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Abbildung A.2: Mittlere Massezunnahme von neun Zugproben normiert auf die Ausgangsmasse
m0 mit 95 %-Vertrauensbereich und Fit gemäß Formel (A.6).
Für die verwendeten Zugproben ist eine Lagerung von etwa 63 d bis zum Erreichen von
90 % der Sättigungsmassedifferenz nötig. Diese Frist ist auch deshalb so lang, weil die Mas-
seaufnahme in den Schulter- und Einspannbereichen am langsamsten verläuft. Anhand des
Diffusionskoeffizienten sind Konditionierungsdauern jedoch für beliebige Geometrien ermit-
telbar. So beträgt die Wartezeit bis zum Erreichen von durchschnittlich 90 % der Sättigung
im relevanten Messbereich nach Formel (A.4) mit 33 d nur etwa die Hälfte. Für die Pullout-
proben, siehe Abschnitt 5.3.1, ist eine notwendige Konditionierungsdauer von 7 d abschätz-
bar, nach der mindestens 90 % der Sättigungsfeuchte über die gesamte Einbetttiefe erreicht
werden. Nach Möglichkeit wurden beide Probentypen dennoch länger gelagert. Insgesamt
konnten keine Anhaltspunkte ausgemacht werden, die auf zu kurze Lagerung hindeuteten.
Auch eine Beschleunigung der Konditionierung durch Erhöhung der Temperatur auf 50 ◦C
wurde untersucht. Nach ersten Messungen wäre so eine Zeitraffung um einen Faktor 5 abseh-
bar gewesen. Aufgrund des damit verbunden Aufwandes durch Belegung des Temperofens
und weitere notwendige Untersuchungen, beispielsweise zu einer möglichen Verschiebung des
Sättigungsniveaus, wurde von dieser Option abgesehen.
C

B Einfluss der Biegesteifigkeit auf die
Feinheitsmessung
Die Feinheit wurde anhand der Eigenfrequenz des vorgespannten Faserfilamentes bestimmt.
In [DIN1973] wird darauf hingewiesen, dass ein hoher E-Modul das Ergebnis dieser vibrosko-
pischen Messung verfälscht. Um diesen Einfluss beziffern zu können, erfolgt die Betrachtung
der Eigenfrequenz f0 einer Seite unter Berücksichtigung ihrer Biegesteifigkeit
f0 =
1
2l
√
Fvor
ρLinie︸ ︷︷ ︸
f0biegeweich
(
1 +
R2
l
√
piE
Fvor
)
︸ ︷︷ ︸
Korrekturfaktor
, (B.1)
siehe [Gonsalves47; Wüllner70] mit Verweis auf Seebeck. Darin sind Fvor die Vorspannkraft
der Saite, l ihre Länge, R ihr Radius und E ihr E-Modul. In den verfügbaren Messdaten
lagen scheinbare Radien Rv der Vibroskop-Messung vor, welche sich unter Vernachlässigung
des Korrekturfaktors nach
Rv =
1
2lf0
√
Fvor
piρ
(B.2)
berechnen. Es ist zu beachten, dass mit Rv auch fehlerbehaftete vibroskopische E-Moduln
Ev berechnet werden. Diese verhalten sich zu den tatsächlichen Moduln gemäß
EvR
2
v = ER
2. (B.3)
Anhand der Definition der Feinheit (4.19) und der Formeln (B.1) bis (B.3) erhält man mit
R =
(
1
Rv
− Rv
l
√
piEv
Fvor
)−1
(B.4)
eine Gleichung zur Bestimmung des tatsächlichen Radius.
Im Falle der Abbildung 7.1 zugrunde liegenden Fasern, bei denen keine Kompensation
vom Messsystem vorgenommen wurde, unterschätzt Rv den Radius um bis zu 7 %. Die
Korrektur dieses Fehlers erfolgt durch eine konventionelle Auswertung der Steifigkeit gemäß
Abschnitt 4.3.1, mit welcher Ev bestimmt wird. Anhand dieses scheinbaren E-Moduls kann
die gesamte Auswertung mit korrigierten Radien nach (B.4) erneut durchgeführt werden.
Abbildung 7.1 liegen die korrigierten Werte zugrunde.
E

C Experimentelle Daten des
ungeschlichteten Fasermaterials
Die ungeschlichtete Faser weist eine etwas geringere Steifigkeit als die geschlichtete Faser
auf. Der Sekantenmodul beträgt im Dehnungsinterval ε ∈ [0; 0,005] 75,0 GPa gegenüber
75,3 GPa im Interval ε ∈ [0,005; 0,01]. Die Abweichung ist mit 0,4 % größer als im Falle
der geschlichteten Faser, erfüllt die Annahme linearer Elastizität aber dennoch in guter
Näherung. Die zugehörigen Messwerte sind in Abbildung C.1 geplottet.
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Abbildung C.1: Linearer Fit der scheinbaren Nachgiebigkeit 1/Es mit Ordinatenabschnitt 1/E
analog zu Abbildung 4.13.
Die Festigkeitswerte der ungeschlichteten Faser können wiederum nicht durch eine Wei-
bull-Verteilung wiedergegeben werden. Je Messlänge ergeben sich Ausgleichsgeraden mit
Moduln m ∈ [3,3; 6,0], siehe Weibull-Plot C.2. Während die mittleren Festigkeiten σm in
Abbildung C.3 a) gut mit m = 7,6 wiedergegeben werden, offenbart Abbildung C.3 b), dass
die zugehörigen Wahrscheinlichkeitsniveaus nicht den gemessenen entsprechen. Alle diese
Beobachtungen entsprechen den an der geschlichteten Faser in Abschnitt 4.3.2 gemachten.
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Abbildung C.2: Weibull-Plots mit den Festigkeitswerten der ungeschlichteten Faser und Aus-
gleichsgeraden je Messlänge analog zu Abbildung 4.15.
a)
2 3 4
ln(l/mm)
7,5
7,6
7,7
7,8
ln
(σ
m
/M
P
a)
b)
5 10 20 50 100
l/mm
0,4
0,45
0,5
0,55
0,6
P
(σ
m
/M
P
a)
Abbildung C.3: a) Abhängigkeit der mittleren Festigkeit σm der ungeschlichteten Faser von der
Messlänge l mit Ausgleichsgerade gemäßWeibull-Verteilung, b) Bruchwahrscheinlichkeit bei mitt-
lere Festigkeit im Experiment und entsprechend dem Fit aus a). Analoge Plots der geschlichteten
Faser enhält Abbildung 4.16.
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